Lineare Algebra IT — 6. Ubungsblatt — Musterlosung

1.

3.

Wir bringen [5]z durch simultane Zeilen- und Spaltenumformungen auf Diagonalge-
stalt, und wenden die Spaltenumformungen jeweils auch auf die Einheitsmatrix an.
(Anmerkung: Die Bezeichnung ”simultan” ist hier nicht ganz korrekt. Tatséchlich
wird jeweils die Spalten- vor der Zeilenumformung oder umgekehrt durchgefiihrt.
Die Reihenfolge spielt dabei keine Rolle.)

121 100 1 0 1 1 -2 0
21 2. lo10]l~[0 =30],[0 1 0
120 00 1 1 0 0 0 0 1
1 0 0 1 -2 -1

~lo =3 o], [o 1 o
0 0 -1 0 0 1

Die Umformungen waren: Addition des (—2)-fachen der ersten Zeile/Spalte zur zwei-
ten Zeile/Spalte, und Addition des (—1)-fachen der ersten Zeile/Spalte zur dritten
Zeile/Spalte.

Die gesuchte Orthogonalbasis ist also {vy, vo, v3}, mit

1 -2 -1
V1 = 0 , Uy = 1 , U3 = 0
0 0 1

Zusatz: diese erfiillen f(vy,v1) = 1, B(vg,v2) = =3, [(vs,v3) = —1.

. Es kann keine Orthogonalbasis geben: fiir v = (z,y) € K2 gilt 8(v,v) = 2y + yr =

2zxy = 0, also ist [ alternierend. Wir haben bereits in der Vorlesung gesehen, dass es
fiir eine alternierende Bilinearform [ # 0 keine Orthogonalbasis geben kann.

Denn sei {v1,v2} eine Orghogonalbasis, dann gilt 5(vy,vs) = B(va, v1) = B(v1,v1) =
B(vg,v3) = 0, also fiir v = avy + bvg, w = cvy + dvy € V:

B(v,w) = acB(v1,v1) + adB(vy, ve) + bef(ve, v1) + bdfB(va, ve) = 0.

Es gilt aber 5 # 0, da z.B. 8((1,0),(0,1)) = 1.
(a) Seien u,v,w € V. Setze x = f(w,u)v — f(v,u)w, dann folgt
ﬁ(x,u) = B(wv u)ﬁ(v, u) - 5(U7u)6(w7u) =0.

Aufgrund der angenommenen Symmetrie der Orthogonalitét folgt G(u,z) = 0.
Daher

0= ﬁ(u,x) = B(wau)ﬁ(uv U) - ﬁ(v7u)6<uaw)'



(b)

Angenommen, 3 erfiillt (1) und ist nicht symmetrisch. Wir zeigen, dass § dann
alternierend ist.

Seien also u,v € K mit B(u,v) # (v, u). Wir setzen in (1) w = u und erhalten

Blu, u)B(u,v) = B, u)B(u, u),

also f(u,u) = 0. Da die Bedingung f(u,v) # (v, u) symmetrisch in u, v war,
erhalten wir auch f(v,v) = 0. (Oder: setze in (1) w = v um S(v,v) = 0 zu
erhalten.)

Wir miissen also nur noch zeigen, dass aus

B(u7u) = 6(0’1)) =0

bereits f(w,w) = 0 fiir alle w € V folgt. Sei w € V. Falls f(w,u) # S(u,w)
oder f(w,v) # f(v,w), dann folgt nach dem obigen Argument [(w,w) = 0.
Nehmen wir also an, dass 5(w,u) = f(u,w) und S(w,v) = (v, w). Dann folgt
aus (1), dass

B(w,u)(B(u,v) — B(v,u))

= 0.
Da fS(u,v) # B(v,u), folgt S(w,u) = 0, also auch S(u,w) = 0. Wenn wir nun
die Rollen von » und v in (1) vertauschen, folgt

ﬁ(wv U) (6(“7 u) - 6(“7 U)) =0,
also B(w,v) = B(v,w) = 0. Wir haben gezeigt, dass

B(wvu) = B(u’w) = B(UJ?U) = ﬁ(v,w) = 0.
Daher folgt auch

Blu,v +w) = B(u,v) + B(u,w) = [(u,v)
5(1) + wvu) = ﬂ(v,u) +B(wvu) = ﬁ(mu)'

Da diese beiden Ausdriicke ungleich sind, folgt, wie zu Beginn des Beweises,
B(v+w,v+ w) = 0. Daher

0=p0(v+w,v+w)=P(v,v)+ B(v,w) + B(w,v) + B(w,w) = B(w,w).

Wir haben in der Vorlesung gezeigt, dass 8|y genau dann nichtdegeneriert ist,
wenn V =W @ W+, Sei also B’ eine Orthogonalbasis von W.

Da char K # 2 und da S|y symmetrisch ist, gibt es eine Orthogonalbasis B”
von W+. Dann ist B := B’ U B” eine Orthogonalbasis von V. Tatsichlich gilt
fir u #v € B 'und w # x € B":

e [(u,v) =0, da B’ eine Orthogonalbasis von W ist,

e B(w,r) =0, da B” eine Orthogonalbasis von W+ ist,
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(b)

o B(v,w)=0,daveW,weW
Die Aussage ist dann falsch. Gegenbeispiel: sei § = ;1 auf V = R?, d.h.

5(957@ = T1Y1 — T2Y2.
Sei W = Spanng((1,1)), dann folgt 5w = 0. Es gilt
(.Tl,ilfz) € WJ_ = O = ﬁ((l, 1), (l’l,l'g)) =T — Ta,

also W+ =W. Fiir x € V . W gilt also

Alw, (1,1)) #0,

daher kann die Orthogonalbasis (1, 1) von W nicht zu einer Orthogonalbasis von
V erginzt werden.
i.=ii. Sei B = {v,vy,...,v,} eine Orthogonalbasis. Dann gilt 5(v,v;) = 0 fiir
2 < i < n. Wenn auch (v, v) = 0, dann folgt fiir w = ajv+asve+- - -+a,v, € V,
dass

B(v,w) = a1B(v,v) + asf(v,v9) + - - + anB(v,v,) = 0,
also v € V*.
ii.=1. Setze W := Spanny (v). Falls B(v,v) # 0, ist S|y nichtdegeneriert, also
kann die Orthogonalbasis {v} von W nach (a) zu einer Orthogonalbasis von V'
erginzt werden.
Falls v € V1, sei W ein beliegibes Komplement zu W, d.h. V=W & V. Dann

ist auch 3| symmetrisch, also hat W eine Orthogonalbasis B’. Da (v, w) = 0
fir alle w € B, ist B = {v} U B’ eine Orthogonalbasis von V.



