Lineare Algebra IT — 1. Ubungsblatt — Musterlosung

1.

(a) Wir zwigen, dass V' mit dieser Skalarmultiplikation die Axiome eines C-Vektorraums

erfiillt. Da V' ein R-Vektorraum ist, ist (V, +) insbesondere eine abelsche Grup-
pe. Seien a = a+ bi,f =c+ di € C, v,w € V. Wir miissen zeigen, dass

L (a+08)-v=a-v+5-v
i. (af)-v=a-(8-v)

. a-(v+w)=a-v+a-w
w. 1l-v=v

Fir i. berechnen wir

((a+bi)+ (c+di))-v=((a+c)+ (b+d)i) - v=(a+c)v+ (b+d)J(v)
= (av+bJ(v)) + (cv + dJ(v)) = (a+ bi) - v+ (c + di) - v.

Fiir ii. berechnen wir
((a+bi)(c+di))-v=(ac—bd + (ad + bc)i) - v = (ac — bd)v + (ad + bc)J (v),
und, da J ein Endomorphismus mit J? = —id ist,

(a+bi)- ((c+di)-v)=(a+bi)-(cv+dJ(v)) =acv+ adJ(v) 4+ bJ(cv) + bJ(dJ(v))
= acv + adJ(v) + beJ (v) + bdJ(J(v))
= (ac — bd)v + (ad + be)J (v).

Also stimmen beide Seiten von ii. iiberein.

Fir iii. berechnen wir

(a+bi) - (v+w) =alv+w)+bJ(v+w)=av+aw + bJ(v) + bJ(w)
=av+bJ(v) + aw + bJ(w) = (a+ bi) - v+ (a + bi) - w.

Fiir iv. bemerken wir, dass 1-v = 1v + 0J(v) = v.

Sei V' eindlichdimensional und vy, ..., v, ein Erzeugendensystem von V. Dann
ist jedes v € V' eine Linearkombination

v=a1v; + -+ a,v, (1)

mit a; € R. Da die Inklusion R C C mit den Skalarmultiplikationen komptivel
ist (d.h. av = (a + 0¢) - v), ist (1) auch eine Linearkombination {iber C, und
daher vy, ..., v, auch ein Erzeugendensystem von V als C-Vektorraum. Daher
ist V' auch als C-Vektorraum endlich-dimensional.

Sei {wy,...,w,} eine Basis von V als C-Vektorraum. Wir werden zeigen, dass

dann {wy,...,w,, J(wy),...,J(w,)} eine Basis von V als R-Vektorraum ist,
also dimg (V') = 2n.



Sei v € V. Dann gibt es a;; = a; + bji € C, sodass
V=0 w4+ wy = aqwy F - apwy, + by J(wy) + - by J (wy).

Daher ist {wy, ..., wy, J(wy),...,J(w,)} ein Erzeugendensystem von V iiber R.

Angenommen, es gibt eine Linearkombination
0=ajwy + -+ ayw, + by J(wy) + -+ b, J(wy),
mit a;,b; € R, dann gilt
0= (a1 +bii) - wy + -+ (an + bpi) - Wy,

und da {wy, ..., w,} linear unabhéngig tiber C ist, folgt a;+b;i = 0, also a; =0
und b, = 0 fir 1 < j < n. Daher ist {wy,...,w,, J(wy),...,J(w,)} linear
unabhéngig.

(a) Unter Verwendung der Bilinearitét von (-, ) berechnen wir

v+ w|* + [Jv — w|]* = (v +w, v+ w) + (v —w,v —w)
:<U,U> + <U,UJ> + <wv U) + <w’ w) + <U,’U> - <an> - <U),U> + <w7w>
=2[Jol + 2wl

(b) Wir zeigen zuerst, dass ||-|| eine Vektornorm auf V' ist, d.h. fiir alle a € R,
v,w eV gilt
i vl >0und [jv]| =0 v=0
i ol = [efllv]
i v+ w| < o]l + [[wl]].
Fir i. gilt max{|vi|,..., |va.|} > 0, da |v;| > 0 fur 1 < i < n gilt. Weiters gilt
max{|vi], ..., |vs]} = 0 genau dann, wenn |v;| = -+ = |v,| = 0, also v = 0.

Fir ii. berechnen wir

|awv|| = max{|avy], ..., |av,|} = max{|a||v1],. .., |a||v.|}

= lafmax{[vil, ..., [on]} = |alf|v]]

Fiir iii. berechnen wir, unter Verwendung der Dreiecksungleichung fiir den Ab-
solutbetrag,

v+ w| = max{|vy +w1], ..., |vy +wy|} < max{|vr| + |wi],. .., |v.| + |wa|}

< max{|vi],..., |va|} + max{|wi|, ..., |w.|} = |Jv| + ||w].

Also ist ||-|| eine Vektornorm. Sei v = e; = (1,0,...,0) und w = (0,1,0,...,0).
Dann gilt

v+ w|? + |lv — w|* = max{1,1,0,...,0}* + max{1,1,0,...,0}* = 2,
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aber
2||v||> + 2||w||* = 2max{1,0,...,0}* + 2max{0,1,0,...,0}* = 4.

Also erfiillt ||-|| die Parallelogrammgleichung nicht und kann daher, laut (a),
nicht durch ein inneres Produkt induziert sein.

3. (a) Es gilt, auch ohne die Parallelogrammgleichung zu verwenden,

1 1
(v, 0) = 51201 = [ol* = ol*) = S@loll* = floll* = floll*) = Tlo]l*
(b) Unter mehrmaliger Verwendung der Parallelogrammgleichung zeigen wir

2(v1 + va,w) = [Jo1 +v2 + w[* = [lvr + vaf* — [w]*

1 1
= |lo1 + vs + w|* — §||Ul + v+ wl|® — §||Ul + vy —wlf
1
= 5(”’01 + vy + w|* — [Jvg + vy — w||?)

1
= §(||U1 +op +w|® + Jor — v+ w|* = |Jor — v+ w|* = |Jog + va — w|)?

= [[o + wll* + oal* = loal|* = [Jv2 — w]*

= [Jor + wl* + Joal* = oall* = 2fjva]1* = 2lw]]* + [lv2 + w]*
= [Jo1 + wl* = Jorl* = Jwl* + oo + wl* = [Jva* = [w]?

= 2((v1, w) + (vg, w)).

(¢) Fiir n = 0 haben wir
1
(0, w) = 5 (Jwll = o] = Jlw]) = 0.

Fir n = 1 gilt (lv,w) = (v,w) = 1(v,w). Gelte die Aussage fiir n — 1. Dann
folgt aus (b) und der Induktionsvoraussetzung, dass

(nv,w) = (n—1)v+v,w) = (n—1)v, w)+(v,w) = (n—1)(v, w)+{v, w) = n{v, w).
(d) Sei zuerst m € N. Dann gilt, wegen (b) und (c), dass
(—muv, w) + (mv,w) = (0, w) = 0,

also (—muv, w) = —(mwv,w) = —m(v, w). Die Aussage gilt also fiir alle m € Z.
Sei jetzt a = m/n € Q, mit m,n € Z. Dann gilt
(a0, w) = nm o, w) = mm{ v, w) = min_v,w) = m(v,w)
n{av,w) = n{m—v,w) = nm{—v,w) = m{n—v,w) = m(v,w
9 n ? n ? n 7 J 9

also (av,w) = (m/n){v,w) = a{v,w).
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(e) Wir werden die umgekehrte Dreiecksungleichung fiir ||-|| benttigen, die lautet
lo +wll = [llvff = flwll] (2)
Diese folgt unmittelbar aus der gewohnlichen Dreiecksungleichung, da

[o]l = llv +w = w] < [lo +w|| + [[-w|| = lv+w|| + [lw]
[wll = llw +v = vl <flw+ o] +[[=vl = lv+wl| + [|v]]

Wir verwenden die Tatsachem dass Q dicht in R liegt, d.h. fiir o € R gilt
Ve>036.€eR: a—f.€Qund |5] <e.
Fiir beliebiges ¢ > 0 gilt also, wegen (b),(d),

[(av, w) — afv, w)| = [{(a = B + Be)v, w) — (o = Bz + 5:) (v, w)]
[((a = B2)v, w) + (Bzv,w) — (a = B:){v, w) = (v, w)]
(B, w) = Be (v, w)]
[(Bev, w)| + | Bel [ (v, w).

Die Dreiecksungleichung und (2) zeigen, dass

IA

Hwl]l = [Belllvll] < ||Bev +wl| < |Be|[Jv]] + [Jw]],
und daher
18ev + wl” — (lwl?| < [Belllv]* £ 21Be|[[olllw]l < Bl (IBellloll* + 2l[v]l[|w]]).

Daher folgt

1 1
[(Bev, w)] = SI(1Bev + wl* = 1Bl* = lwP)] < 5 (8w +wl* = [[w]*] + 1B lv]*)
< 1Bl (Belloll* + olllw]D).-

Insgesamt gilt also fiir jedes € > 0, dass
(v, w)—av, w)| < Bl (1Bl vl +vlHwl+ (v, w)]) < e(ellvll*+][vllllwl+[{v, w)).

Wir kénnen den Ausdruck auf der rechten Seite kleiner als jede positive Zahl
machen, indem wir € klein genug wahlen. Daher gilt |(av, w) —a(v, w)| = 0, also
(aw,w) = a(v,w).

(f) Linearitdt im ersten Argument folgt aus (b), (e). Positive Definitheit folgt aus
(a) und der entsprechenden Eigenschaft von ||||. Weiters gilt

(w,v) = %(Hw = ol = [fwll = lvl) = %(Hv = w|| = [lvl} = [wl]) = (v, w).
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4.

(a) Wir verwenden folgende Formeln fiir Sinus und Cosinus, die sich alle einfach

iiber die Darstellungen cos(t) = (e + e~%)/2, sin(t) = (e — e~")/(2i) zeigen
lassen:

cos(mt) cos(nt) = %(cos((m + n)t) + cos((m — n)t))
sin(mt) sin(nt) = %(cos((m —n)t) — cos((m + n)t))

wwmﬁmMQZ%@mWn+MQ—mMm—nM)

Wir zeigen zuerst, dass alle Elemente von B normiert sind. Es gilt

1 1 [*1
— == zdat=1.
17! 7T/0 2

Firn > 1 gilt

2w

1 27
|lcos(nt)|| = —/ cos(nt)?dt = — (cos(2nt) +1)dt =1
T Jo 2m Jo

1 2m 1 2m
||sin(nt)|| = —/ sin(nt)*dt = —/ (1 — cos(2nt))dt = 1.
T Jo 2 Jy

Nun zeigen wir, dass die Elemente von B paarweise orthogonal zueinander sind.
Fiir n # m gilt

(cos(mt), cos(nt)) = % /0 7r(cos((m +n)t) + cos((m —n)t))dt =0

und

T or

1 2m
(sin(mt), sin(nt)) = / (cos((m —n)t) — cos((m +n)t))dt =0
0
Schliellich gilt fiir alle m,n € N, dass

1 2m

(cos(mt), sin(nt)) = 2—/ (sin((m + n)t) —sin((m — n)t))dt = 0.
T Jo

Wir haben gezeigt, dass B eine orthonormale Menge ist. Laut einem Resultat aus

der Vorlesung, ist B also linear unabhéngig, und daher eine Orthonormalbasis

von Spanng(B).

(b) Das folgt unmittelbar aus Lemma 1.1.14 aus der Vorlesung.



