Lineare Algebra IT — 11. Ubungsblatt — Musterlésung

1. (a)=(b): Sei I; C I, C --- eine aufsteigende Kette von Idealen. Setze

I=|J{I;|jeN}.

Wir wissen bereits, dass I ein Ideal von R ist. Seien ri,...,r; € R, sodass [ =
rmR+---+nR Fir 1 <k <[ gilt dann r, € I, also 1, € [, fiir ein 5, € N.
Sei n = max{ji,..., i}, dann gilt r, € [;, C I, fiir alle 1 < k& < n, also auch
I=rR+---+nrRCI, Fir alle k > n folgt dann

I,cIl,clIcClI,,

also I,, = I;.

(b)=(a): Sei I C R nicht endlich erzeugt. Wir konstruieren eine unendliche aufstei-
gende Kette
TlR g T1R+T2R g 7"1R‘|‘7’2R+7’3R g

von Idealen in R. Wéhle r; € [ beliebig. Dann gilt 1R C I, da I nicht endlich
erzeugt ist.

Seien rq,...,1m,—1 € I bereits gewdhlt. Dann gilt iR+ ---+r, 1R C I, da I nicht
endlich erzeugt ist. Sei r, € I ~ (MR + -+ r,_1R). Dann folgt

R+ +r, 1 RCrmR+---+r,R.

2. (a) Seien f,g,h € End(M) und a,b € M. Da (f + g) punktweise definiert ist, gilt

(f+9)(atb) = fla+b)+g(at+b) = f(a)+f(b)+g(a)+g(b) = (f+g)(a)+(f+9)(b).

Weiters gilt

(fog)(a+b) = f(g(a+b)) = f(g(a)+g(b)) = f(g(a))+f(g(b)) = (fog)(a)+(fog)(b).
Daher sind f+ g und fog € End(M), und +, o sind Verkniipfungen End(M) x
End(M) — End(M).

Wir zeigen zunéchst, dass (End(M), +) eine abelsche Gruppe ist. Assoziativitét:

(f + (g +M)(a) = F(a) + (9 + h)(a) = f(a) + g(a) + h(a) = (f + 9)(a) + h(a)
— (f +9) + h)(a).
Kommutativitit: (f + 9)(a) = f(a) + g(a) = g(a) + f(a) = (g + f)(a).

Weiters ist der Nullhomomorphismus 0 € End(M), der ganz M auf 0 abbildet,
das neutrale Element: (0 + f)(a) = 0+ f(a) = f(a).



Sei f € End(M). Dann ist auch —f : M — M, (— f)( ) = —f(a) ein Endomor-
phismus von M, denn (—f)(a +b) = —f(a+b) = —f(a) — f(b) ( f)(a) +
(=/)b). Es gilt (f +(=f))(a) = f(a) + (=f)(a) = ( ) = fa) = 0= 0(a), also

ist —f das inverse Element zu f.
Dabher ist (End(M), +) eine abelsche Gruppe. Weiters gilt

(f o (goh))(a) = f((goh)a) = flg(h(a))) = (f o g)(h(a)) = ((f  g) ©h)(a),

also ist o assoziativ. Distributivitat:

(f o (g+h))(a) = f((g + h)(a)) = flg(a) +
(fog)(a) + (f o h)(a)
((f +9) o h)(a) = (f + g)(h(a)) = f(h(a)) + g(h(a)) = (f o h)(a) + (g 0 h)(a).

Sei idy; : M — M die identische Abbildung. Dann gilt

(idarof)(a) = ida(f(a)) = fla) = f(idu(a)) = (f oidr)(a),

also ist (End(M),+, o) ein Ring mit Einselement id,;.

(b) Wir definieren auf M die Skalarmultiplikation - : Rx M — M, r-m := @(r)(m).
Fiir a,b € R, m,n € M gilt dann

a(bm) = ¢(a)(p(b)(m)) = (¢(a) o ¢(b))(m) = ¢(ab)(m) = (ab)
(a+b)m = p(a+b)(m) = ¢(a)(m) + ¢(b)(m) = am + bm,
a(m +n) = p(a)(m + n) = ¢(a)(m) + ¢(a)(n) = am + an
Im = ¢(1)(m) = lgna,, (m) = idy(m) =m

Also ist M mit dieser Skalarmultiplikation ein R-Modul.
(¢) Firr € Rsei p(r): M — M, m+— rm. Dann gilt fir m,n € M:

e(r)(m+n) =r(m+n) =rm+rn,

also ist ¢(r) € End(M), und ¢ : M — End(M). Wir miissen noch zeigen, dass
¢ ein Ringhomomorphismus ist und (1) = idyy.
Fir a,b € R, m € M gilt

pla+b)(m) = (a+b)m = am + bm = p(a)(m) + ©(b)(m) = (#(a) + ¢(b))(m),
p(ab)(m) = abm = a(bm) p(a)(p(b)(m)) = (p(a) o (b)) (m),
p(1)(m) = 1m = idp(m),

also p(a +b) = p(a) +¢(b), p(ab) = p(a) o p(b), und (1) = idy.
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3.

4.

(a)

(a)

Esgilt 0 =0+ 0 € Ny + Ny, fiir ny +ny € Ny + Ny und n} +nj € Ny + Ny
ist auch (ny + ng) — (0} + nb) = (n1 —n})) + (ng — nh) € N1 + Ny, also ist
N1 + Ny eine Untergruppe von M. Fiir r € R, n; + ny € Ny + Ny, ist auch
r(ni+ng) = rny+rnyg € Ny+ Ny, also ist Ny + Ny ein Untermodul. Fiir ny € Ny
folgt ny =n; +0 € Ny + Ny, also N; C Ny + N,, und analog Ny C N; + Ns.

Wir haben gezeigt, dass N1+ Ny ein Untermodul von M ist, der N;U Ny enthélt.
Da (N1 + Ny) der Durchschnitt aller solcher Untermoduln ist, folgt (N7 + Ny) C
Ny + Ns.

Sei umgekehrt N C M ein beliebiger Untermodul, sodass Ny U Ny C N. Fiir
ny € Ny und ny € N; gilt dann ny,n, € N, also auch ny + ny € N. Es
folgt Ny + Ny C M. Daher ist N7 + Ny in jedem Untermodul enthalten, der
N U Ny enthilt, also auch im Durchschnitt all dieser Untermoduln. Es folgt
N1+ Ny C (N7 U No).

Sei L1 : Ny — N1+ N die Inklusion ny — nq, und Ly : (N;+N3) — (N1+N3) /Ny
der natiirliche Homomorphismus m +— m + N,. Beide dieser Abbildungen sind
Homomorphismen, also auch

L=LyoL;:N; —)(Nl—f-Ng)/NQ, ny — n1 + No.

L ist surjektiv: sei m € N; + Ny, dann gibt es n; € Ny, ng € N, sodass
m = ni+na, also m+Ny = ny+ns+Ny = (n1+No)+(no+No) = ni+Ny = L(ng).
Sei n € N;. Dann gilt

Lin)=0&n+N,=0&ne Ny ne N NNy,

also ker L = Ny N Nj.
Nach dem Homomorphiesatz induziert L einen injektiven Homomorphismus

L: Ny/(Ny N Ny) = (Ny + Ny)/Ns.
Dieser ist surjektiv, da L surjektiv ist.
(Q, +) ist nicht frei. Je zwei Elemente a/b, ¢/d € Q, mit a,b,c,d € Z, b,d # 0,
sind linear abhéngig: falls a = 0 oder ¢ = 0, ist das klar. Ansonsten gilt

bc-g—ad-c—ci:ca—ac:o,

b

und bd, ad # 0.

Eine Basis B kann also nur ein Element haben. Fiir a/b € Q, a,b # 0 gilt aber
(a/b) ={na/b|ne€Z}. Seip e N, ptb. Dann 1/p € Q. Angenommen

w



dann
1 na b—pna
0 = - — — =
p b pb
also b = pna, aber p 1 b, ein Widerspruch. Daher folgt (a/b) C Q, also kann es
keine Basis mit nur einem Element geben.

(b) (@~ {0},-) ist nicht frei. Sei ® : Z x Q — Q die Skalarmultiplikation, d.h.

Y

neOr=x", firneZxeQ.
Fir 2 € Z und —1 € Q gilt dann
20 -1=(-1)*=1,

und 1 ist das neutrale Element von (Q~ {0}, ). Also ist (Q~. {0}, -) als Z-Modul
nicht torsionsfrei, also nicht frei.

(c) {x € Q| x> 0},-) ist frei. Sei
B = {p | p Primzahl}.

Dann ist B linear unabhéngig: seien py,...,pr € B paarweise verschieden und
ni,...,Ng € Z, mit

Ohne Einschriankung der Allgemeinheit seien ny,...,n; > 0 und njyq, ..., 0, <
0. Dann folgt

n1 ng o U1 Nk
pl ...pl _pl+1...pk‘

Aufgrund der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in N kann das nur gelten,
wenn ny = --- =ny = 0.
B ist ein Erzeugendensystem: Sei a/b € Q, a,b € N, und seien a = p}* - - - p*,
b=¢"---¢", mit Primzahlenpy, ..., pg,qu,...,q,und ny, ... ,ng,my,...,m; €
N. Dann folgt

o pieeppt

5 W =M oOp) - (Opp) - (—mM1Oq)-- (—m © q) € (B).
1 !

Daher ist B eine Basis.



