Lineare Algebra II — 1. Ubungsblatt

(Abgabe bis 26.4.2016)

. Sei V' ein R-Vektorraum. Eine komplexe Struktur auf V ist ein Endomorphismus

J:V — V mit J?2 = —id, wobei id die identische Abbildung V — V ist.

Sei ein R-Vektorraum V' mit einer komplexen Struktur J gegeben.
(a) Zeigen Sie, dass V mit der Skalarmultiplikation
(a+bi)-v:=av+bJ(v)

zu einem C-Vektorraum wird.
(b) Sei V' endlich-dimensional. Zeigen Sie, dass dann dimg V' gerade ist.

(3 Punkte)

. Wir werden zeigen, dass nicht jede Vektornorm durch ein inneres Produkt induziert
ist.

(a) Sei V ein euklidischer Raum und ||v|| = /(v,v) die induzierte Norm. Zeigen
Sie, dass dann die Parallelogrammgleichung

lv+wll* + lv = wl* = 2ljv||* + 2||w|* (1)
fiir alle v,w € V gilt.
(b) Sei V :=R", n > 2. Zeigen Sie, dass, fir v = (vy,...,v,) € V, durch
lv]| := max{|v1], ..., |val}

eine Vektornorm auf V' definiert ist, die nicht durch ein inneres Produkt auf V'
induziert ist.

(3 Punkte)

. Sei jetzt V' ein R-Vektorraum und |[|-|| eine Vektornorm auf V', die fiir alle v,w € V
die Parallelogramgleichung (1) erfiillt. Wir zeigen, dass ein inneres Produkt (-,-) auf
V' existiert, das die Norm induziert. Wir definieren

1
(v, w) = S (llv+wl” = Jlol* = [[w]).

Seien v, vy, vy, w € V.

(a) Zeigen Sie, dass ||v|| = /(v,v) gilt.

(b) Zeigen Sie, dass (v; + ve,w) = (v1, w) + (va, w) gilt.



(c) Zeigen Sie, dass (nv,w) = n(v,w) fir alle n € N gilt. (Hinweis: Induktion)
w)

(d) Zeigen Sie, dass (av, w) = a(v,w) fur alle a € Q gilt.

(e) Zeigen Sie, dass (v, w) = afv,w) fir alle a € R gilt. (Hinweis: Q ist dicht in

R.)
(f) Zeigen Sie, dass (-, ) ein inneres Produkt auf V' ist.

(3 Punkte)

. Sei V= C([0,27],R) der R-Vektorraum der stetigen Funktionen [0,27] — R, mit

dem inneren Produkt )
1 T

(£,9)=— [ f(®)g(t)dt.

0

Sei
B := {1/V/2,cos(t),sin(t), cos(2t),sin(2t), .. .}

und W := Spanng(B). Zeigen Sie:

(a) B ist eine Orthonormalbasis von W
(b) Sei n € N und

f(t) = % + i ay cos(kt) + by sin(kt) € W.
k=1

Dann gilt (f,cos(kt)) = a, und (f,sin(kt)) = by fiir alle k € {1,. ..

(3 Punkte)



