O. Forster: Einfithrung in die Zahlentheorie

§ 16. Das Quadratische Reziprozititsgesetz

16.1. Das quadratische Reziprozititsgesetz macht eine Aussage dariiber, wie sich die
Legendresymbole (g) und (%) zueinander verhalten, wobei p # ¢ zwei ungerade Prim-
zahlen sind. Es stellt sich heraus, dass beide Symbole denselben Wert haben, falls
wenigstens eine der beiden Primzahlen = 1 mod 4 ist; dagegen sind die Symbole ent-
gegengesetzt gleich, falls p = ¢ = 3 mod 4. Das Reziprozitéitsgesetz wurde zuerst von
Gaufl bewiesen, nachdem sich vorher schon u.a. Legendre und Euler vergeblich darum
bemiiht hatten. Gaufl selbst hat 8 Beweise gegeben und bis heute wurden rund 200
Beweise verdffentlicht, wenn auch die meisten nur Varianten von vorherigen sind. Wir
bringen hier einen elementaren, auf Gaufl zuriickgehenden Beweis. Dazu brauchen wir
einige Vorbereitungen.

Sei p eine ungerade Primzahl. Wir bezeichnen mit H(p) das ‘Halbsystem’ modulo p,

H(p) = {1,2,...,1%1}.

Fiir jede ganze Zahl n, die nicht durch p teilbar ist, ldsst sich ihre Restklasse modulo
p eindeutig schreiben als

n=c¢-umodp mite € {£l} und u € H(p).

Man nennt eu den absolut kleinsten Rest von n modulo p.

Sei nun eine Zahl a € Z mit p t a vorgegeben. Fiir x € H(p) definieren definieren wir
gq(z) € {£1} und o,(x) € H(p) durch die Bedingung

axr = €4(x)o,(x) mod p.

Es ist leicht zu sehen, dass die Abbildung o, : H(p) — H(p) bijektiv, d.h. eine Permu-
tation von H(p) ist.

16.2. Satz (GauBsches Lemma). Sei p eine ungerade Primzahl und a eine zu p tei-
lerfremde ganze Zahl. Dann gilt

©)- 11 <o

Dies ist dquivalent mit folgender Aussage: Sei m die Anzahl der Elemente von

p—l}
2a,3a, . ..
{a’7 a? a’? b 2 a?

deren absolut kleinster Rest modulo p negativ ist. Dann ist (%) = 1, wenn m gerade,

und () = —1, wenn m ungerade ist.
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Beweis. Es gilt

H (az) = H £q() H o.(x) = H £q(x) H x,

z€H (p) z€H (p) z€H (p) r€H (p) z€H (p)

denn durchlauft x alle Elemente von H (p), so durchliuft auch o,(z) alle Elemente von
H(p). Andrerseits ist

x€H(p) z€H(p)
also folgt mit dem Euler-Kriterium

H () = aP V2 = (%), q.e.d.

x€H (p)
Beispiel. Sei p = 7. Dann ist H(p) = {1,2,3}. Fiir a = 2 haben wir

2.1=2, 2.2=4=-3, 2-3=6=—1,

also £5(1) = 1, €2(2) = —1, £2(3) = —1, woraus folgt () = 1, d.h. 2 ist quadratischer
Rest modulo 7. In der Tat ist 32 = 2 mod 7.

Fiir die Anwendung des Gauflschen Lemmas ist eine Umformulierung niitzlich. Sei
weiter p eine ungerade Primzahl und a eine positive, zu p teilerfremde ganze Zahl. Fiir
v =1,...,a betrachten wir die Intervalle

[V::{xER:(V—l)g<x<yg}.

Offenbar ist fiir k € H(p) ={1,...,(p—1)/2} der absolut kleinste Rest von ka modulo
p genau dann negativ, d.h. g,(k) = —1, wenn ka in einem Intervall I, mit geradem
Index v liegt. Wir bezeichnen mit r, die Anzahl der ka, k € H, die in [, liegen. Da
kein ka auf einem Randpunkt eines der [, liegt, folgt

R

wobei |z] fiir eine reelle Zahl = die grofite ganze Zahl < x bezeichnet. Nach dem

Gaufischen Lemma ist (2) = (—1)™ mit
p
m = Z Tay.
0<2v<a

Somit folgt
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16.3. Corollar. Sei p eine ungerade Primzahl und a eine positive, zu p teilerfremde
ganze Zahl. Dann gilt

la/2
(8) = o e e S([s2] <[k

p

o))

Als erste Anwendung beweisen wir die sog. Ergénzungssitze zum Reziprozitéitsgesetz.

16.4. Satz. Seip eine ungerade Primzahl. Dann gilt:

i) (1. Ergdnzungssatz)

<_—1) = (=12 = +1  fir p=1mod 4,
p —1  fir p=3mod 4.

ii) (2. Ergédnzungssatz)

(2) _ (_pyor-vys _ [ 1 firp=:tlmods$,
p/ | -1 firp=+3mod8.

Beweis. 1) Dies folgt aus dem Gaufischen Lemma, da e_;(x) = —1 fiir alle z € H(p).
Die Behauptung ist aber auch eine direkte Anwendung des Euler-Kriteriums 15.3.

ii) Fiir a = 2 ergibt die Formel des Corollars 16.3

(2) = (-1)™ mit m=[p/2] — |p/4].

p

Wir werten dies durch Fallunterscheidung aus

p | /2] | /Al | m | (=n)m
Sk +1 4k 2k 2k +1
8k—114k—-11|2k—1 2k +1
Sk+3 |4k +1 2k 2k +1 —1
8k -3 4k -2 |2k—11|2k—-1 —1

Daraus folgt die Behauptung.

16.5. Satz. Seip eine ungerade Primzahl und a eine positive, zu p teilerfremde ganze
Zahl. Sei q eine weitere Primzahl mit ¢ = £p mod 4a. Dann folgt

)=0)

Beweis. Nach dem Corollar 16.3 gilt () = (—1)™ mit
la/2] p

= v — ©2v-1); bei = Lk_J
m ; (Sop — Sou—1), wobei s o
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und entsprechend () = (—=1)™" mit

la/2]
. 4q
/ = r_ 4 ; b ! — \‘k_J .
m V§_1 (s, — $3,-1), wobei s} %
i) Wir behandeln zunéchst den Fall ¢ = p mod 4a. Dann ist ¢ = p + 4at mit einer
ganzen Zahl t. Es folgt

4
s;: Lkp—i- atJ

|- [kﬁ n 2k;tJ _ LkﬁJ 4 2kt = s, + 2kt
a

2a 2a

Also gilt m' = m mod 2, woraus die Behauptung folgt.
ii) Sei jetzt ¢ = —p mod 4a, d.h. ¢ = 4at — p mit einer ganzen Zahl ¢. Dann ist

sl + s, = Lk 4“2; pJ + Lk:Z%J — okt + [—k:Q%J + Lk%J — okt — 1

fir 1 <k < a, da dann g—g keine ganze Zahl ist. Es folgt
(85, — Sh,_1) + (S2 — S2—1) =0mod 2 fiir 1 <v < [a/2],
also m’ = m mod 2, q.e.d.

16.6. Satz (Quadratisches Reziprozititsgesetz). Seien p # q zwei ungerade Primzah-
len. Dann qult

() - o

Dies ldsst sich auch so aussprechen: Ist wenigstens eine der Primzahlen = 1 mod 4, so
gilt (£) = (1); falls aber p = ¢ = 3 mod 4, so folgt (£) = —(1).

Beweis. i) Wir behandeln zuerst den Fall p = ¢ mod 4. Dann ist p = ¢ + 4r mit einer
ganzen Zahl r, die wir als positiv annehmen koénnen (sonst vertausche man die Rollen
von p und ¢). AuBerdem gilt ¢ 1 r. Nach Satz 16.5 ist

r r
()=G)
Andrerseits ist
() -G -C-()
q q q q
und unter Benutzung des 1. Ergénzungssatzes
() -G - (5= =c0= ().
p p p p p
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also (2) = (%), falls p=¢ =1mod 4 und (?) = — (), falls p = ¢ = 3 mod 4.

q
p
ii) Falls p # ¢ mod 4, gilt p + ¢ = 4r mit einer ganzen Zahl r. Wieder gilt nach Satz
16.5

©-¢
CO-G-59-0

() -G =C3=6)

also (2) = (%). Damit ist das quadratische Reziprozitétsgesetz vollstdndig bewiesen.

Bemerkung. Wir haben hier das Reziprozititsgesetz aus Satz 16.5 abgeleitet. Um-
gekehrt ldsst sich Satz 16.5 auch leicht mithilfe des Reziprozitidtsgesetzes beweisen
(Ubung).

Wir kénnen nun einen Primzahltest von Pépin (1877) fiir Fermatzahlen beweisen.

16.7. Satz. Die n-te Fermatzahl F,, = 2*" + 1 ist fiir n > 1 genau dann prim, wenn
3Un=D/2 = _1 mod F,.

In diesem Fall ist 3 eine Primitivwurzel modulo F,.

Beweis. a) Die im Satz angegebenene Bedingung

2" —

32 = mod F,,

sagt, dass die Restklasse von 3 in (Z/F,)* die Ordnung 2*" hat, d.h. (Z/F,)* hat min-
destens 22" = F,,—1 Elemente. Dies ist nur méglich, wenn F,, prim und 3 Primitivwurzel
modulo F), ist.

b) Wir zeigen jetzt, dass die Bedingung auch notwendig ist. Sei also F), prim. Da
F, =1 mod 4, gilt

3=

Dabei wurde F,, = 22" +1 = (—1)?" +1 = 2 mod 3 benutzt. Aus dem Euler-Kriterium
folgt nun

3F=1/2 = _1mod F,, q.ed.
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16.8. Satz. Jeder mdgliche Primteiler p von F,,, n > 5, hat die Gestalt
p=Fk-2"7 41

mat einer ganzen Zahl k.

Beweis. Aus p | F,, = 22" + 1 folgt
22" = —1 mod p.

Daraus folgt, dass das Element 2 in (Z/p)* die Ordnung 2" hat. Daraus folgt be-
reits 2"t | p — 1, d.h. p = h - 2" + 1 mit einer ganzen Zahl h. Nach dem zweiten
Ergédnzungssatz ist nun

(-

d.h. es gibt eine ganze Zahl z mit 2 = 2 mod p. Die Ordnung von x in (Z/p)* ist 2-mal
die Ordnung von 2 in (Z/p)*, d.h. 2" | p — 1, d.h.

p=Fk-2""2 41 mit einer ganzen Zahl k, q.e.d.

Beispiel. Jeder Primteiler von Fy = 232 4 1 hat die Gestalt p = k- 27 + 1 = 128k + 1.
Fir £ =1,2,3,4,5,... ist dies gleich
129, 257, 385, 513, 641,

Davon sind 129, 385, 513 nicht prim. Ebenso scheidet 257 = F3 als Teiler von Fj aus,
da die Fermatzahlen paarweise teilerfremd sind. Die erste Moglichkeit, die man testen
muss, ist also p = 641. Tatséchlich geht die Division F5/641 = 6700417 auf, d.h. Fj ist
nicht prim, was schon Euler festgestellt hat.

16.9. Das Jacobi-Symbol. Es ist fiir manche Zwecke niitzlich, das Legendre-Symbol
(%) auf den Fall zu verallgemeinern, dass der ‘Nenner’ keine Primzahl mehr ist.

Sei m > 3 eine ungerade Zahl und
m=pipz2-..."Pr

die Primfaktor-Zerlegung von m (die p; sind nicht notwendig paarweise verschieden).
Dann definiert man fiir eine ganze Zahl a das Jacobi-Symbol (<) durch

(2)-11(:)

J=1

Das Jacobi-Symbol geniigt folgenden Rechenregeln:
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1) (%) = (%), falls a = b mod m,
2 ()= ()G
3) <%> = (%) <%> fiir ungerade m, k > 3,

4) (%) =0 <= gcd(a,m) # 1.

Diese Regeln folgen unmittelbar aus der Definition und den entsprechenden Regeln fiir
das Legendre-Symbol.

Man beachte jedoch folgenden Unterschied zum Legendre-Symbol: Ist a quadratischer
Rest modulo m und ged(a, m) = 1, so folgt zwar () = 1, aber umgekehrt kann man
aus (%) = 1 nicht schlielen, dass a quadratischer Rest modulo m ist. Z.B. ist 2 weder
quadratischer Rest mod 3 noch mod 5, also auch nicht quadratischer Rest mod 15,
aber

16.10. Satz (Quadratisches Reziprozitétsgesetz fiir das Jacobi-Symbol).
Seim > 3 eine ungerade Zahl.

(1) 1. Ergénzungssatz:

<—_1> — (—1)mD/2 +1  fiir m =1 mod 4,
m/) | =1 fiirm =3 mod 4.

(2) 2. Ergédnzungssatz:

(3) _ (_1)(m2—1)/s | +1  fiirm = +£1 mod 8§,
m/) | =1 fiirm =43 mod 8.

(3) Ist k > 3 eine weitere, zu m teilerfremde ungerade Zahl, so gilt

(™ , falls m = k = 3 mod 4.
k

d.h. (%) = (%), falls m =1 mod 4 oder k =1 mod 4
(

i (4
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Beweis. (Zuriickfiihrung auf die entsprechenden Aussagen fiir das Legendre-Symbol)

16.11. Effiziente Berechnung des Jacobi-Symbols. Mit dem Reziprozitéitsgesetz
kann man einen effizienten Algorithmus zur Berechnung des Jacobi-Symbols herleiten:
Es sei (%), a,m € Z, m > 3 ungerade, zu berechnen.

(1) Zunéchst reduziere man a mod m, d.h. man bestimme ein o’ mit a = ¢’ mod m und
0 < @’ < m. Natiirlich ist

()= (3
m/  \m/’
Falls ' = 0 oder a’ = 1 ist man fertig.

(2) Falls a’ gerade, schreibe man a’ = 2¥b mit b ungerade. (Falls a’ ungerade, ist b = o’
und v = 0.) Dann ist

()= GG

und (%) = 41 kann nach dem zweiten Ergédnzungssatz berechnet werden. Falls b = 1,
ist man fertig.

b
m

() =05 (5)

Dies gilt auch, wenn b und m nicht teilerfremd sind, denn dann sind beide Seiten = 0.

(3) Auf (%) kann jetzt das Reziprozititsgesetz angewendet werden:

Auf (%) kann man jetzt wieder (1) anwenden. Da die ‘Nenner’ des Jacobi-Symbols
immer kleiner werden, ist man nach endlich vielen Schritten fertig. Die Anzahl der
Schritte ist vergleichbar mit den beim Euklidischen Algorithmus fiir die Berechnung
von ged(a, m) notigen Schritte, wachst also nur linear mit der Stellenzahl von m.

Man beachte: Selbst wenn man nur ein Legendre-Symbol (£) mit einer Primzahl p mit
dieser Methode ausrechnet, kann man zwischenzeitlich auf die allgemeineren Jacobi-
Symbole stofen.

() - (o) () =33 -~ (3) () -
- - -0
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