O. Forster: Einfithrung in die Zahlentheorie

§ 7. Arithmetische Funktionen. M6biussche Umkehrformel

7.1. Definition. Unter einer arithmetischen Funktion versteht man eine Abbildung
a: N, — C.

Die arithmetische Funktion a heifit multiplikativ, falls a(1) = 1 und
a(myms) = a(my)a(ms) fiir alle my, my € Ny mit ged(mq,ms) = 1.

a heifit vollkommen multiplikativ, falls sogar
a(mimg) = a(my)a(ms) fir alle my,my € Nj.

Bemerkung. Viele der zu betrachtenden arithmetischen Funktionen haben ihre Werte
bereits in Z oder R.

7.2. Als erstes Beispiel betrachten wir die Eulersche Phi-Funktion
p: Ny — Z.

Sie wurde bereits im vorigen Paragraphen definiert, und zwar ist ¢(m) die Anzahl der
Elemente der multiplikativen Gruppe (Z/m)*, also gleich der Anzahl derjenigen unter
den Zahlen

1,2, ....m
die zu m teilerfremd sind.

Satz. Die Eulersche Phi-Funktion ¢ : Ny — Z ist multiplikativ.

Dies folgt unmittelbar aus dem Chinesischen Restsatz, da fiir teilerfremde mq, mo € Ny
gilt

(Z/mimy)" = (Z/m1)" x (Z/my)"

Da jede natiirliche Zahl n € N; sich als Produkt von (zueinander teilerfremden) Prim-
zahlpotenzen schreiben lasst, ist eine multiplikative arithmetische Funktion schon ein-
deutig bestimmt, wenn man sie fiir Primzahlpotenzen p* kennt. Fiir die Eulersche
Phi-Funktion ist

B 1
@@@Zpk—ﬂ7“=ﬁ(l—5),

denn die nicht zu p* teilerfremden unter den Zahlen 1,2, ..., p" sind genau die p*~!

Zahlen

vp, 1<v<p
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Folgerung. Ist n = p]fl p’;Q S pff* die Primfaktorzerlegung von n, so gilt

mm:njﬁl (1_5)

Beweis. Wegen der Multiplikativitdt von ¢ ist

@@):fi{ﬁjij%>}:nf1<b—é>, g.e.d.

7.B. ist
p(2) =2(1-3) =1,
p(6) =6(1-5(1 -3 =2
p(12) = 12(1 - 3)(1—3) =4

Dies zeigt auch, dass ¢ nicht vollkommen multiplikativ ist, denn ¢(2)p(6) # ¢(12).

7.3. Als néachstes betrachten wir die Teileranzahl-Funktion
7T: Ny — Z.

Nach Definition ist 7(n) die Anzahl aller natiirlichen Zahlen, die Teiler von n sind
(einschliefllich 1 und n), d.h. die Anzahl der Elemente der Menge

T(n):={deN;:d|n}.
Fiir eine Primzahl p gilt also 7(p) = 2, allgemeiner fiir eine Primzahlpotenz
) =k+1,

da die Teiler von p* genau die Zahlen p/, j =0, 1,...,k, sind.

Satz. Die Teileranzahl-Funktion T ist multiplikativ. Genauer gilt: Sind mi,ms € Ny
teilerfremd, so ist die Abbildung

T(ml) X T(mg) — T(mlmg), (dl, dg) — d1d2
bijektiv.
Dies sieht man unmittelbar durch Betrachtung der Primfaktor-Zerlegungen von m,
und ms sowie der Teiler.
Folgerung. Ist n = plfl p’f -...- pkr die Primfaktorzerlegung von n, so gilt

r

7(n) = [J(k; +1).

J=1
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Bemerkung. Die T-Funktion ist nicht vollkommen multiplikativ, da z.B. fiir eine Prim-
zahl 7(p) = 2, aber 7(p?) = 3 # 7(p)*.

7.4. Wir geben jetzt einige Beispiele von vollkommen multiplikativen arithmetischen
Funktionen an, die wir spéter noch brauchen werden.

(1) w:Ny—2Z, wu(n):=1fir alle n € Ny.
(2) ¢:Ny—=7Z, (n):=nfirallen € Ny.

(3) e:Ni—Z, £(n) ::{1 fir n =1,
0 sonst.

Es ist klar, dass diese Funktionen vollkommen multiplikativ sind.

7.5. Definition. Sei f : N; — C eine arithmetische Funktion. Unter der summatori-
schen Funktion von f versteht man die Funktion F': N; — C, die durch

F(n) =) f(d)

dn

definiert ist.

Dabei wird iiber alle positiven Teiler d von n summiert, z.B. ist

F(6) = f(1) + f(2) + f(3) + f(6).

Beispiele. a) Die Teileranzahl-Funktion 7 ist die summatorische Funktion von der in
7.4 definierten Funktion u, denn

7(n) = Z L.

dln

b) Die summatorische Funktion der Funktion ¢ ist die sog. Teilersummen-Funktion

o(n) = Z d.

dn
7.6. Satz (Summatorische Funktion der Eulerschen Phi-Funktion).

ng(d) =n fir allen € N;.
dn

Beweis. Fiir jeden Teiler d | n sei
A(n,d) :={k € Ny : k <nund ged(k,n) = d}.

Da U, Aln,d) = {1,2,... ,n}, gilt

Z #A(n,d) = n.

dn
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Die Elemente k € A(n,d) sind alle durch d teilbar. Da

E n
d(k,n) =d d{-=,=-]=1
ged(k, n) — g (d,d) ,
steht A(n,d) in bijektiver Beziehung zu A(n/d, 1). Es folgt #A(n,d) = #A(n/d,1) =
p(n/d), also

n= Z #A(n,d) = Z go(%) = Z o(d), q.ed.

din dn dln

7.7. Satz. Sei f : Ny — C eine multiplikative arithmetische Funktion und F': N; — C
die summatorische Funktion von f. Dann ist auch F multiplikativ.

Beweis. Seien mq, ms € Ny teilerfremd. Dann erhalten wir unter Benutzung von Satz

7.3

F(mimy) = Z fmamz)

d|mimsz

= Z Z fmimg) = Z Z f(ma) f(ma)
di|m da|ma di|my da|ma2

= > fm) Y f(ms) = F(my)F(my).
dy|m da|mo

Beispiel. Da die in 7.4 definierte Funktion ¢+ multiplikativ ist, ist auch die Teilersummen-
Funktion

o(n) = Zd = Zb(d)
din dln

multiplikativ. Wir beniitzen dies zur Herleitung einer Formel fiir o(n). Fir eine Prim-
zahlpotenz gilt

e o P -1
a(pf)=> p = T
— p—
J
deshalb folgt fiir n = phphz . . . phr
r kj
Py — 1
o(n) = .

7.8. Vollkommene Zahlen. Eine Zahl n € Ny heifit vollkommen, falls o(n) = 2n.
Dies lésst sich auch so ausdriicken: Bezeichnet

o'(n) =Y d=o(n)—n

dn
d<n
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die Summe der echten Teiler von n, so ist eine vollkommene Zahl n dadurch charakte-
risiert, dass o’(n) = n. Die kleinsten vollkommenen Zahlen sind

6=1+2+3,
2 =1+2+4+7+14.

Die vollkommenen Zahlen hdngen eng mit den Mersenneschen Primzahlen zusammen,
wie folgender Satz zeigt:

Satz. a) (Euklid) Ist M, = 2P — 1 eine Primzahl, so ist
N =271 2P — 1)

eine vollkommene Zahl.

b) (Euler) Umgekehrt lisst sich jede gerade vollkommene Zahl als 2P~ (2P —1) mit einer
Mersenneschen Primzahl 2P — 1 schreiben.

Beweis. a) Wegen der Multiplikativitéit von o gilt

o(N) =o(2?" Ho(2F —1).
Nun ist ¢(2P~1) = 2° — 1 und, da 2 — 1 nach Voraussetzung prim ist, o(2F — 1) = 2,
also insgesamt o(N) = 2N.

b) Sei N eine gerade vollkommene Zahl. Sie ldsst sich scheiben als
N = 2°n mit s > 1 und n ungerade.

Nun ist
2N = o(N) = a(2%)a(n) = (25T — 1)o(n).

Da 2N = 25*1n, folgt daraus

23+1

n
T
mit d :=n/(25"1 — 1) € N;. Da d ein Teiler von n ist, folgt aus der Gleichung o(n) =
n+d, dass n und d die einzigen Teiler von n sind; also muss d = 1 und n eine Primzahl
sein. Aus d = 1 folgt weiter n = 2°t! — 1, also ist n eine Mersennesche Primzahl,
insbesondere ist p := s+ 1 prim (vgl. 4.2). Daraus folgt Teil b) des Satzes.

Bemerkung. Die vollkommenen Zahlen 6 und 28 gehéren zu den Mersenneschen Prim-
zahlen My = 3 und M3 = 7, die nichsten Beispiele vollkommener Zahlen sind also
24(2° — 1) = 496 und 2(27 — 1) = 8128. Es ist unbekannt, ob es ungerade vollkomme-
nene Zahlen gibt.
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7.9. Mobius-Funktion. Eine Zahl n € Ny heifit quadratfrei, wenn n von keiner Qua-
dratzahl > 1 geteilt wird, d.h. wenn es keine Primzahl p mit p? | n gibt. Die M6bius-
Funktion p : N; — Z wird nun definiert durch

0, falls n nicht quadratfrei,
p(n) ==

(—1)", falls n quadratfrei und r verschiedene Primteiler hat.

Fiir n < 14 ergeben sich folgende Werte

n o [[1] 2] 3 ]4]5 6] 7 [8]9]10]11]12
pn) 1] -1]-1]0|-1][1[-1]0]0| 1 |-1]0

—_
w
—_
=~

Es folgt unmittelbar aus der Definition, dass g multiplikativ ist.

Satz. Die summatorische Funktion der Mdébius-Funktion ist die in 7.4 definierte Funk-
tion €, d.h.

{ 1 firn=1,
> uld

sonst.
dln

Beweis. Wir bezeichnen fiir den Augenblick mit M die summatorische Funktion von
p, d.h. M(n) =3, p(d). Die Funktion M ist nach Satz 7.7 multiplikativ, ebenso die

Funktion . Um also M = ¢ zu beweisen, geniigt es M (p*) = &(p*) fiir alle Primzahl-
potenzen p* zu zeigen. Der Fall k = 0 ist trivial. Fiir & > 1 ist

M@P*) = @) =p()+pp) =1-1=0=c(p"), qed

J=0

7.10. Dirichlet-Faltung. Sind f, g : N; — C zwei arithmetische Funktionen, so ordnet
man ihnen eine neue arithmetische Funktion f * ¢ : Ny — C, die sog. Dirichlet-Faltung
von f und g zu, die durch

(f * 9)(n Zf (g)z%jf(g) 9(d)

definiert ist. Die letzte Gleichung ist so zu begriinden: Durchliuft d alle Teiler von n, so
durchléuft auch n/d alle Teiler von n. Die Dirichlet-Faltung ldsst sich in symmetischer
Form auch als

(fxg)n)= D fldi)g

dido=n
schreiben. Die Summe ist iiber alle Paare d;, dy € Ny mit didy = n zu erstrecken.

Satz. Die Dirichlet-Faltung arithmetischer Funktionen ist kommutativ und assoziativ.
Die Funktion

1 firn=1,
0 sonst,

e:N, — Z, 5(71)::{
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ist neutrales Element fiir die Dirichlet-Faltung.
Beweis. 1) Die Kommutativitat f % g = g * f ist trivial.
ii) Zur Assoziativitét. Seien f, g, h: Ny — C drei arithmetische Funktionen. Dann ist

((fxg)=h)(n) =Y _(f*g)(k) ZZf

ké=n kl n z] =k

Ebenso gilt

(f*(g*h)(n) = > fi)(g*h)(m sz

also (fxg)«h = fx*(g=h).

iii) Neutrales Element:

(f *<) Zf ( )e(d) = f(m)=(1) = f(n).  qed.

Bemerkung. Mithilfe der Dirichlet-Faltung ldsst sich die summatorische Funktion
=> [
dln

einer arithmetischen Funktion f : N; — C auch einfach ausdriicken als F' = f x u,
wobei u : Ny — Z die schon in 7.4 betrachtete Funktion mit w(n) = 1 fir alle n € Ny
ist, denn

(f +u)(n Zf u(5) = f@)

dln

7.11. Satz (Mobiussche Umkehrformel). Sei f : Ny — C eine arithmetische Funktion

und
= f(d)

din

ihre summatorische Funktion. Dann gilt fir alle n € Ny

S wr(3) - Su() e

dn dln
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Beweis. Da F' die summatorische Funktion von f ist, gilt F' = f % u. Multiplikation
(bzgl. Dirichlet-Faltung) dieser Gleichung mit u ergibt

Fop=(fru)sp=fs(usp)=fee=]
Dies ist aber die Behauptung.

7.12. Beispiele. Wir geben einige Anwendungen der Mobiusschen Umkehrformel.

a) Wir hatten fiir die Eulersche Phi-Funktion abgeleitet (Satz 7.6), dass

Z o(d) =n.

dn

Daraus folgt
n
o) =3 u(d)
din

Dies lésst sich auch in der Form

M:Z@
n d

din
schreiben.

b) Fiir die Teileranzahl-Funktion 7(n) =3, 1 erhélt man

>ou(5)rd =1

din

¢) Fiir die Teilersummen-Funktion o(n) = -, d ergibt sich

Z p(%)a(d) =n.

dln
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