O. Forster: Einfithrung in die Zahlentheorie

§ 2. Teilbarkeit. Euklidischer Algorithmus

2.1. Wir benutzen die folgenden Bezeichnungen:

7 ={0,+1,£2,43,...} Menge aller ganzen Zahlen

No={0,1,2,3,...} Menge der natiirlichen Zahlen (einschliefllich 0)
Ny, ={1,2,3,4,...} Menge der natiirlichen Zahlen > 1

Q ={2:n,meZm#0} Kbrper der rationalen Zahlen

R = Korper der reellen Zahlen

C={x+1wy:z,y e R} Korper der komplexen Zahlen

2.2. Definition (Teilbarkeit). Fiir ganze Zahlen x,y € Z definiert man
x|y (gesprochen: z teilt y)

genau dann, wenn eine ganze Zahl ¢ € Z existiert mit y = qz.

2.3. Einfache Eigenschaften der Teilbarkeit.
In den folgenden Aussagen seien x,v, z, a, b, A, i stets Elemente von Z.

a) (Transitivitdt) x|y und y|z = x|z

o

zla und xz|b = a|(Aa+pb) furalle A\, ueZ.
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Beweis. Fast alle Aussagen sind trivial. Wir geben einen Beweis fiir die Implikation
“=" von g).
Falls x = 0, folgt wegen z | y und d), dass y = 0, also = = y.

Wir kénnen also jetzt z # 0 annehmen. Nach Voraussetzung ist y = ¢ o und x = ¢y
mit ganzen Zahlen ¢, ¢o. Einsetzen der ersten Gleichung in die zweite ergibt

r=q@qaur = 1=q¢q (wegen z # 0 ist Kiirzung erlaubt)

Die Gleichung ¢2q; = 1 ist aber innerhalb von Z nur méglich, wenn ¢; = ¢ = £1,
q.e.d.

Bezeichnung. Die Zahlen +1 heiflen die Einheiten von Z. Sie sind die einzigen ganzen
Zahlen, die in Z ein Inverses besitzen.

2.4. Definition (Grofiter gemeinsamer Teiler). Seien z,y € Z. Dann heifit d € Z
grofiter gemeinsamer Teiler von z und y, wenn folgende zwei Bedingungen erfiillt sind:
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2. Teilbarkeit. Euklidischer Algorithmus

(1) d ist gemeinsamer Teiler von z und y, d.h. d | x und d | y.

(2) Fiir jeden weiteren gemeinsamen Teiler d’ von z und y gilt d’ | d.
Zur Eindeutigkeit. Seien d; und dy zwei grofite gemeinsame Teiler von z und y. Nach
Bedingung (2) gilt dann einerseits d; | dy und andrerseits dy | d;. Nach 2.3g) folgt

daraus d; = edy mit € = £1. Der grofite gemeinsame Teiler ist also im Falle der Existenz
bis auf eine Einheit eindeutig bestimmt. (Die Existenz wird in Kiirze bewiesen.)

Bezeichnung. Ist d > 0 grofiter gemeinsamer Teiler von z,y € Z, so schreiben wir
4 = ged(z, ).

Nach den obigen Bemerkungen ist d eindeutig durch x,y bestimmt. (Die Bezeichnung
kommt von greatest common divisor). In der zahlentheoretischen Literatur findet sich
stattdessen auch haufig die Bezeichnung d = (z,y).

Zwei ganze Zahlen x,y heiflen teilerfremd, wenn
ged(z,y) = 1.

Es folgt unmittelbar aus der Definition ged(+x, +y) = ged(z, y). Weiter ist
ged(0,0) = 0.

Zwar ist nach 2.3c) jede ganze Zahl Teiler von 0, aber nur die 0 erfiillt auch die Bedin-
gung (2), denn 0 |d = d =0.

Ebenso zeigt man ged(x,0) = |z fir alle z € Z.

2.5. Satz (Teilen mit Rest). Seien z,y € Z, y # 0. Dann gibt es eindeutig bestimmite
Zahlen q,r € Z mit

r=qy+r und 0<r<l|y|.

Beweis.

FEindeutigkeit. Seien x = q1y-+1r; und © = o +7ry zwei solche Darstellungen. Wir konnen
r1 = r9 annehmen. Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten ergibt

0= (1 — @)y + (1 —ra).

Da 0 <7 — 79 < |y], ist dies nur moglich, wenn ¢; — g2 = 0, also auch 7 —ry = 0.

Existenz. Wegen qy = (—q)(—y) geniigt es, den Fall y > 0 zu behandeln.

1. Fall: x > 0. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach x. Der Induktions-
Anfang x = 0 ist trivial.
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Induktionsschritt © — x + 1. Nach Induktions-Voraussetzung haben wir eine Darstel-
lung x = qy +r, 0 < r < y. Daraus folgt

r+1=qy+(r+1).
Falls r + 1 < y, sind wir fertig. Andernfalls ist » + 1 = y und
r+1=(q+1)y+0

die gesuchte Darstellung.
2. Der Fall z < 0 wird auf den 1. Fall zuriickgefiihrt. Da —x > 0, gibt es eine Darstellung

—r=qy+r mit0<r <y,
also x = (—q)y + (—r). Ist r = 0, sind wir fertig. Falls r > 0, ist
r=(=¢—Dy+y-r)

die gesuchte Darstellung, q.e.d.

2.6. Euklidischer Algorithmus. Wir beweisen jetzt, dass der grofite gemeinsame
Teiler zweier ganzer Zahlen x, y stets existiert und geben gleichzeitig eine Methode zu
seiner Berechnung an. Es ist dies der {iber 2000 Jahre alte Euklidische Algorithmus.

Es geniigt offenbar, den Fall y > 0 zu behandeln. Wir setzen
ro:=x und xz:=y

und fithren nach folgendem Schema sukzessive Teilungen mit Rest gemé&fl Satz 2.5
durch, bis sich der Rest 0 ergibt

/

Ty = qQT1+ Ta, 0 <29 < 21,
T1 = Qoo + T3, 0 < x3 < 29,
(%)
Tp9 = Qn-1Tn_1 + Tp, 0<zx, <xp_1,
[ Tn-1 = qnTn + 0.

Da die Reihe der Zahlen x, xs, ... streng monoton abnimmt, wird nach endlich vielen
Schritten der Rest 0 erreicht.

Behauptung. Der letzte Divisor d := z,, ist der grofite gemeinsame Teiler von x = xg
und y = x1.

Dazu haben wir nach Definition zweierlei zu zeigen:

(1) d ist gemeinsamer Teiler von z und y.

Wir betrachten die Gleichungen von (x) der Reihe nach von der letzten zur ersten.
Aus der letzten Gleichung folgt, dass d = x, ein Teiler von x,_; ist. Da also d ein
Teiler von z, und x,_; ist, folgt aus der vorletzten Gleichung, dass d auch x,_» teilt.
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So fortfahrend erhéilt man, dass d alle xp, k = n,n —1,...,1,0 teilt. Insbesondere ist
d ein gemeinsamer Teiler von xg = z und z; = y.

(2) Jeder Teiler d’ von x = zy und y = z; ist auch ein Teiler von d = x,,.

Hierzu betrachten wir die Gleichungen von (x) von der ersten bis zur letzten. Aus
der ersten Gleichung folgt zunéchst, dass d’ auch ein Teiler von s ist. Da also d' ein
gemeinsamer Teiler von x; und x5 ist, folgt aus der zweiten Gleichung, dass d’ auch ein
Teiler von x3 ist, usw. Schliefllich erhélt man, dass d’ auch ein Teiler von x,, ist, q.e.d.

2.7. Beispiele. Wir berechnen als Beispiele ged(238,35) und ged(239, 35).

238 = 6 - 35 + 28, 239 =6 - 35 + 29,

35=1-28+7, 35=1-29 + 6,

28 =4-7+0. 29=4-6+5,
6=1-5+1,
5=5-1+0.

Also ist ged(238,35) = 7 und ged(239,35) = 1.

Als néchstes Beispiel betrachten wir zwei aufeinander folgende Fibonacci-Zahlen f,
und f,11. Aus der Rekursionsgleichung der Fibonacci-Zahlen folgt unmittelbar

fn+1: 1'fn+fn—1’
fn = 1'fn—1+fn—27

fs =1-fo+ fi,
fo =1-fi+0.

Da f; = 1 folgt also: Je zwei aufeinander folgende Fibonacci-Zahlen sind teilerfremd.

An dieses Beispiel schliefen wir noch folgende Bemerkung an: Im Euklidischen Algo-
rithmus (x) werden die Reste x;,; umso schneller kein, je hoher die Quotienten ¢ sind.
Im Falle der Fibonacci-Zahlen sind alle ¢, = 1, d.h. dies ist der ungiinstigste Fall, was
die Anzahl der notigen Schritte in Abhéngigkeit von der Grofle der Ausgangszahlen be-
trifft. Beim Euklidischen Algorithmus fiir f,, und f, . sind wie gesehen n Schritte nétig.
Da f, in Abhéngigkeit von n exponentiell wichst, folgt, dass die Anzahl der Schritte
beim Euklidischen Algorithmus zur Berechnung von ged(z, y) hochstens logarithmisch
mit x,y, d.h. linear mit der Stellenzahl der Argumente wichst. Der Euklidische Algo-
rithmus ist also eine sehr effiziente Methode zur Berechnung des groiten gemeinsamen
Teilers grofler Zahlen. Er bendttigt nicht die Primfaktorzerlegung der Argumente.

2.8. Satz (Bézout). Seien x,y € Z und d = ged(z,y) thr grofiter gemeinsamer Teiler.
Dann gibt es Zahlen \, u € Z, so dass

d = \x+ py.

Bevor wir den Satz beweisen, leiten wir noch eine sehr niitzliche Folgerung ab.

24



O. Forster: Einfithrung in die Zahlentheorie

Corollar. Zwei ganze Zahlen x,y sind genau dann teilerfremd, wenn ganze Zahlen \, i
existieren mit

Ax 4 py = 1.

Beweis. Die eine Richtung folgt aus 2.8. Umgekehrt folgt aus Ax + py = 1 natiirlich,
dass der grofite gemeinsame Teiler von x und y gleich 1 ist.

Bemerkung. Das Corollar ist zu folgender Aussage dquivalent:

FEin ganzzahliger Vektor (a,b) lasst sich genau dann zu einer ganzzahligen Matrix ( . fl)
mit

det(a b) —ad—be=1
c d

erginzen, wenn a und b teilerfremd sind.

2.9. Erweiterter Euklidischer Algorithmus. Wir kommen jetzt zum Beweis des
Satzes 2.8. Die Existenz der Koeffizienten A, p zeigen wir konstruktiv mit einer Erwei-
terung des Euklidischen Algorithmus. Wir setzen wieder xy := x, x; := y und schreiben
den Algorithmus (%) noch einmal an:

4
To =11 — T,

T1 =(q2X2 — T3,
Tp—1 = qpTk + Tiy1,

Tp—2 = (Qn-1Tp-1 + Tnp,

L Tp-1 = qup + 0.

Wir konstruieren der Reihe nach Zahlen Ay, y € Z, so dass
T =M\ + gy fir k=0,1,2,... n.

Da z = g und y = x1, kann man
(Ao, o) :==(1,0) und (A, 1) :=(0,1)

wéhlen. Sei (A, p;) schon fiir ¢ < k konstruiert. Dann bekommen wir (Agy1, ftg11) wegen
der Gleichung zj.; = xp_1 — qxxy durch die Rekursionsformel

(Me1s 1) 7= (A=, fte—1) — @r( A, e)-
Da d = ged(z,y) = xp, erfillt (A, u) := (A, pin) die gewiinschte Gleichung

d= M+ py, q.ed.
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Beispiel. Wir fithren den erweiterten Euklidischen Algorithmus an dem schon in 2.7
behandelten Fall z = 239, y = 35 durch.

(Ao, o) = (1,0), (A1, ) = (0,1)

2390 = 6-35+29 | (As,po) = (1,0) — 6-(0,1) = (1,—6)
35 =1-29+6 (g, pi3) = (0,1) — 1-(1,—6) = (—1,7)
29 =4-6+5 iy p1a) = (1,—6) — 4-(=1,7) = (5,—34)

6=1-5+1 (s, pi5) = (—=1,7) — 1-(5,—34) = (—6,41)
5=5-140

Es gilt also

1 =ged(x,y) = —6x + 41y = —6-239 4 41 - 35.
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