O. Forster: Zetafunktion und Riemannsche Vermutung

8. Aquivalenzen zur Riemannschen Vermutung

Die Riemannsche Vermutung besagt bekanntlich, dass alle nicht-trivialen Nullstellen
der Riemannschen Zetafunktion den Realteil = % haben. Dies ist gleichbedeutend da-
mit, dass ((s) # 0 fiir alle s € C mit Re(s) > 3. Wir fithren nun folgende Abschwéichung
der Riemannschen Vermutung ein. Fiir % < 0 < 1 verstehen wir unter RH(#) die Aus-
sage

RH(6): ((s) hat keine Nullstellen mit Re(s) > 6.

Es ist also RH(3) die klassische Riemannsche Vermutung (RH = Riemann hypothesis).
Es gilt RH(1), aber fiir kein 6 < 1 ist RH(6) bewiesen.

8.1. Satz. Sei s < 60 < 1. Dann ist jede der folgenden Aussagen zu RH(6) dquivalent:

>
(i) Approzimation von w(x) durch den Integral-Logarithmus: Fir jedes € > 0 gilt
m(z) = Li(z) + O(2"*)
(ii) Fir die Tschebyscheffsche Theta-Funktion gilt fir jedes € > 0
Iz) =z + O(2"9).
(iii) Fiir die Tschebyscheffsche Psi-Funktion gilt fir jedes € > 0
() =z + O(2).
(iv) Fir die Mertens-Funktion M(x) =) . u(x) gilt jedes € >0
M(z) = O(2).

(v) Fir x > 1 sei ve,(x) die Anzahl aller natirlichen Zahlen n < x, die Produkt einer
geraden Anzahl von Primfaktoren sind und voqq(x) die Anzahl aller natirlichen Zahlen
n < x, die Produkt einer ungeraden Anzahl von Primfaktoren sind. Dann gilt fir jedes
e>0

Veo(T) — Voga(T) = O(:E9+5).

Beweis. a) Wir zeigen zunéchst, dass die Aussagen (i),(ii) und (iii) untereinander &qui-
valent sind.

Die Aquivalenz (ii) <= (iii) folgt aus der friiher bewiesenen Tatsache, dass

() = 9(x) + O(2'/?).
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(ii) = (i). Durch partielle Integration erhélt man

T odu u |z T du
Li = + —
1(:1:) /2 2 /2 log2 U

logu B log u

= +/ s on)
2

log x log® u

Wir setzen ¥(z) = z+7r(x). Nach Voraussetzung (ii) ist 7(x) = O(x"¢) fiir jedes ¢ > 0.
Mit Abelscher partieller Summation ergibt sich

r(r) = 1= Y 08D

pP<T p<T logp
0 T
= () +/ (uZ) du
log x o wlog”u
_ oz +/ dl; +r(a:) +/ r(u2) du.
log x 2 log”u log o ulog®u
Li(z) + O(1) O(x%%9)

Daraus folgt die Behauptung.
(i) = (ii). Durch partielle Integration erhélt man

* Li z “1
/ 1(u)du = Li(u) logu —/ 98
9 2 5 logu

u
= Li(z)logz — 2+ O(1).

Wir setzen 7(x) = Li(z) + R(z). Nach Voraussetzung (i) ist R(z) = O(2%¢) fiir jedes
e > 0. Mit Abelscher partieller Summation ergibt sich

I(x) = Zlogp =7(x)logz — /: #du

p<T
x L' x
= Li(z) loga:—/ l(u)du+R(:L’) log:c—/ Malu.
2 U 2 U
v+ 0(1) (")

fiir jedes ¢’ > e. Daraus folgt die Behauptung.
b) Jetzt beweisen wir, dass die Aussagen (iii), (iv) und (v) jeweils RH(€) implizieren.

(iii) = RH(#). Wir betrachten die Funktion

P ==~ )

8.2



O. Forster: Zetafunktion und Riemannsche Vermutung

Fiir Re(s) > 1 besitzt F(s) eine Darstellung als Dirichlet-Reihe

mit

Nach Voraussetzung (iii) gilt A(x) = O(2?7) fiir jedes € > 0. Daraus folgt aber, dass

die Dirichlet-Reihe Z a_z fiir Re(s) > 6 konvergiert, also ist die die Funktion

n
n=1

F(s) = CC(( )) ((s)

fir Re(s) > 6 holomorph. Deshalb kann ((s) dort keine Nullstellen haben, da sonst
¢'(s)/C(s) eine Polstelle hatte. Also gilt RH(6).

(iv) = RH(#). Diese Implikation wird analog zur Implikation (iii) = RH(#) bewiesen.

Wir betrachten die Funktion G(s) := 1/((s); sie besitzt fiir Re(s) > 1 eine Darstellung
als Dirichlet-Reihe

1 = u(
6t = 5 = A

n=1

Die Partialsummen der Koeflizienten sind

= u(n)

n<x

Nach Voraussetzung (iv) gilt M (z) = O(2%*9) fiir jedes € > 0. Daraus folgt, dass die
Dirichlet-Reihe von 1/((s) fiir Re(s) > 6 konvergiert. Also hat ((s) keine Nullstellen
mit Re(s) > 60, d.h. es gilt RH(#).

(v) = RH(). Die Liouvillesche Funktion X : N; — Z ist wie folgt definiert: Sei n =

pit ... - pFr die kanonische Primfaktorzerlegung von n € Ny und k := > j—1 kj. Dann

setzt man \(n) := (—1)*. Damit gilt

Z)\ — Vev Vodd(x)

n<e

und (Ubungsaufgabe!)

H(s) = 25 = > A,
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Nach Voraussetzung (v) gilt >, ., A(n) = O(2%+¢) fiir alle ¢ > 0. Daraus folgt, dass
die Dirichlet-Reihe von H(s) = ((2s)/((s) fur Re(s) > 6 konvergiert. Also hat ((s)
keine Nullstellen mit Re(s) > 6, d.h. es gilt RH(#).

c) Jetzt zeigen wir, dass umgekehrt RH(#) die Aussagen (iii), (iv) und (v) impliziert.
Unter der Voraussetzung RH(#) sind die Funktionen

F(s) = -8 (g = Y AL

Gs) 2y
_ 1 un)
=L
(25) = Am)
HO) =) ~ 2w

in der Halbebene {Re(s) > 0} holomorph. Jetzt verwenden wir folgenden Satz:
8.2. Satz. Fs gelte RH(6), (% < 0 < 1). Dann gilt fir jedes 6, > 6 und jedes € > 0

C(s)| = O(F°), ‘ﬁ =0(t*) und |'(s)| = O(F)

fir |t] = | Im(s)| — oo, gleichmdfig in o = Re(s) = 6.

Aus diesem Satz, dessen Beweis wir vorldufig zuriickstellen, ergibt sich, dass fiir jedes
01 > 0 und jedes € > 0 gilt

F(s)=0(t%), G(s)=0(t%), H(s)=0(t) fur|t|=]|Im(s)] — oo,

gleichméBig in 0 = Re(s) > ;. Deshalb lasst sich auf die Funktionen F'(s), G(s) und
H(s) der Satz 7.10 anwenden und es folgt jeweils fiir die Partialsummen der Koeffizi-
enten, dass

V(@) = [z] = ) (Aln) —1) = O(""),

n<e

M(z) = Y p(n) = O(z""),

n<x

Veo () = Voaa(z) = > _ A(z) = O(2"+)

n<x
fiir alle € > 0. Das bedeutet aber, dass (iii), (iv) und (v) erfiillt sind.

Damit ist Satz 8.1 bewiesen, bis auf den noch ausstehenden Beweis von Satz 8.2.

Dazu miissen wir etwas weiter ausholen. Der néchste Satz zeigt, wie man fiir eine
holomorphe Funktion aus einer Schranke fiir den Realteil den Betrag der Funktion
abschétzen kann.
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8.3. Satz (Borel/Carathéodory). Sei f : Dr — C eine holomorphe Funktion in der
Kreisscheibe D :=={z € C: |z| < R}. Es gelte

sup{Re f(z) : z € D} = M < 0.
Dann gilt fir alle z € C mit |z| <r < R

r R—+r
0 )
R

[f(2)] < 2M

Man beachte, dass nur eine obere Schranke fiir Re(f(z)) notig ist.

Beweis. a) Wir behandeln zunichst den Spezialfall
R=1, M=1 fo)=o

Wegen Re(f(z)) < 5 folgt

1
2
|f(2)] <|1— f(2)| fiir alle z mit |2]| < 1,

d.h. fiir die Funktion

& ) .
g(z) = ———— gilt |g(2)| <1 fiir alle z mit |z| < 1.
(2) =7 19(2)] 2]
Da ¢(0) = 0, folgt aus dem Schwarzschen Lemma |g(2)| < |2| fiir |2] < 1, also
f(z) ’ 2]
L < = |f()] < —2—
5] < 16 < 1205

Damit ist der Spezialfall bewiesen.

b) Sei jetzt R > 0 und M beliebig, aber immer noch f(0) = 0 vorausgesetzt (daraus
folgt M > 0). Der Fall M = 0 ist trivial, denn dann ist f(z) konstant gleich 0. Der Fall
M > 0 kann durch Betrachtung der Funktion

1
9(2) = oM f(Rz)
sofort auf a) zuriickgefiihrt werden.

c¢) Im allgemeinen Fall setzen wir ¢g(2) := f(z) — f(0). Dann gilt

sup Re(g(z)) < sup Re(f(z)) + [f(0)],
|z|<R |z|<R

also nach b)

r

R—17r’

£ (2) = fQO)] < 2(M + | £(0)])
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woraus folgt

T 2r

) < 2M =+ |£(0) (7= +1)
r R+

= 1F(0)

= 2M q.e.d.

8.4. Anwendung. Im Folgenden gehen wir von der Annahme RH(6) mit einem 6 < 1
aus. Sei

Gop:={se€C:Re(s) >0} ~{oceR:0<1}

G ist einfach zusammenhéngend und nach Annahme ist {(s) # 0 fiir alle s € Gy. Also
existiert in Gy ein eindeutiger Zweig von log ((s), den wir so wéhlen, dass er fiir reelles
o > 1 reelle Werte annimmt. Da fiir jede § > 0 gilt

C(s) =0(t) fir|t|] — oo gleichmifig in Re(s) > 4,
gibt eine Konstante C' > 0 und ein ¢y, > 0, so dass
Relog ((s) =log|((s)| < C'logt fiir alle s = 0 + it € Gy mit |t| > to.

Hierauf kann nun der Satz von Borel/Carathéodory angewendet werden und wir erhal-
ten folgende Abschétzung von log ((s).

8.5. Satz. Es gelte RH(0) mit 3 < 6 < 1. Dann gilt fir alle 6, > 0
|log ((o +it)| = O(log |t|) fiir |t| — oo

gleichmdf$ig in o > 0.

Beweis. Wir wenden Satz 8.3 auf die Funktion f(s) := log ((s) im Kreis mit Mittelpunkt
2 + it und Radius R := 2 — 6 und den konzentrischen Kreis mit Radius » := 2 — 6
an, siehe Figur 8.1. Nach der Vorbemerkung gibt es eine Konstante C'; > 0, so dass
Re f im groBeren Kreis einer Abschétzung Re f(s) < Cylog|t], (|| = to), geniigt. Da
|log ¢(2 +it)| < log((2) fiir alle t € R, gilt im kleineren Kreis

R+r
= log((2) = Ollog]l).

,
sup |log((s)] < 2C4 log\t|R +
|s—(2+it)|<r -r

Weil jeder Punkt o + it mit ¢ > 6, im Kreis {|s — (2 + it)| < r} liegt, folgt die
Behauptung.

8.6. Satz (Hadamardscher Dreikreisesatz). Sei 0 < p < R und

f:{z€eC:p<|z] <R} —>C
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0 6, 2

Figur 8.1

eine holomorphe Funktion, die nicht identisch verschwindet. Fir p < r < R werde
definiert

M(r) := sup | f(z)]

|z[=r
Dann ist log M (r) eine konvexe Funktion von logr.

Bemerkungen. a) Es gilt stets M(r) > 0, denn aus M (r) = 0 wiirde folgen, dass f
identisch 0 ist.

b) Eine auf einem offenen Intervall Ja,b] C R definierte reelle Funktion F' ist genau
dann konvex, wenn fiir alle a < 1 < x5 < x3 < b gilt

Flap) < 222 27T ().

F(l’l) +

T3 — I r3 — I

Damit sagt der Hadamardsche Dreikreisesatz, dass

log(rs/rs) . log(r2/71) o .
log M (rs) < Tog(rs/m) log M(r1) + Tog(ra/m) log M(rs3),

oder nach Anwendung der Exponentialfunktion

log(r3/r2)
log(rs/r1)

Beweis von Satz 8.6. Seien p < r; <1y < r3 < R. Es gibt ein a € R mit

M(rg) < M(r)*M(r3)'™  mit A =

T - (=
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d.h.
M(rs)rs® = M(r)ry* =: Mo.
Definiere die reelle Funktion H : {p < |z| < R} — R

H(z) = ()] - 2],
Dann ist

sup H(z) = My = sup H(z).

|z|=r3 |z|=m1

Nun ist H lokal der Betrag einer holomorphen Funktion. Also gilt fiir H das Maximum-
Prinzip, insbesondere

sup H(z) = M(ry)r;® < My,
|z[=r2
also
M(ra)ry® < My = My Mg = M () r M (rg)' g 20
fiir alle A € R. Speziell fiir

: log(rs/r2)
~ log(rs/m)

gilt ry = ri\réf’\, und dies eingesetzt ergibt die Behauptung.

8.7. Nun konnen wir Satz 8.2 beweisen. Unter der Voraussetzung RH(0), (
ist zu zeigen, dass fiir jedes 6; > 6 und jedes € > 0 gilt:

$<0<1),

€)= 0(), |¢(s)| = O() und '%

fiir t = Im(s) — oo gleichméfig in o = Re(s) > 6;.

Beweis. Wir wihlen noch ¢ und § mit § < 6’ < 6; und 0 < § < 1 und betrachten fiir
t > 2 die Kreise mit Mittelpunkt 2 + it und Radien

ryi=1-9, re =2 — 0, re:=2-—20".

Wir wenden den Dreikreisesatz fiir diese Kreise auf die Funktion log {(s) an. Sei
M, (r) ;= sup{|log ((s)|: |s — (2 +it)| = r}.

Da |log((s)| < log((o) fiir alle s € C mit o := Re(s) > 1, ist
Mi(r) <log((140) =:C4
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und nach Satz 8.5 gilt
M, (r3) < Cslogt fiir t > t5

mit einer Konstanten C5 > 0. Es folgt
M,(ry) < C)M(Cslogt)' ™ = C(logt)?,

log(ra/71)

< 1, also
log(r3/71)

wobel i =1— )\ =

|log ((s)| < C(logt)* fiir alle 0 = Re(s) > 6, und ¢t = Im(s) > ts.
Daraus folgt [¢(s)] < e€1°89". Wegen

1 (0%
m (log?) =0
t—00 logt

ist e€1e )" = O(#°) fiir jedes £ > 0, woraus die Behauptung fiir die Funktion ¢(s) folgt.
Wegen |log ((s)| = |log(1/¢(s))]| gilt sie auch fiir 1/¢(s), und fir {'(s) folgt sie mittels
Cauchy-Abschétzung fiir den Betrag der Ableitung einer holomorphen Funktion.
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