O. Forster: Zetafunktion und Riemannsche Vermutung

5. Funktional-Gleichung der Zetafunktion

5.1. Satz (Poissonsche Summenformel). Sei f : R — C eine stetig differenzierbare
Funktion mit

f@)=0(z[*) wund f'(z)=0(z|™*) fir|z| — oo

und sei
F(t) ::/ f(z)e 2™t dy,

die Fourier-Transformierte von f. Dann gilt

Y fm)y= ) fn).

n=—oo n=—oo

Bemerkung. Der Satz gilt auch unter schwécheren Voraussetzungen iiber die Funktion
f. Diese Form geniigt uns aber. Die Bedingung f(x) = O(|z|~?) garantiert die Existenz
des Fourier-Integrals und der unendlichen Summe ) f(n).

Beweis. Wir definieren eine Funktion F : R — C durch

F(x) := Zf(x+n)

nez

Nach der Voraussetzung iiber f konvergiert diese Reihe gleichméfiig auf R, ebenso
(wegen f’(z) = O(|z|™?)) die Reihe der Ableitungen. Daher ist F' eine stetig differen-
zierbare Funktion. Aulerdem gilt offensichtlich F'(z 4+ 1) = F(z), d.h. F ist periodisch
mit der Periode 1. Wir konnen deshalb F' in eine Fourier-Reihe

F(ZL‘) _ ZCnGQM‘nz

nez

entwickeln. Da F' stetig differenzierbar ist, konvergiert die Fourier-Reihe gleichmé&fig
gegen F'. Fiir die Fourier-Koeffizienten gilt

1
Cn :/ F(x)e ™ dx
0

1 k41
= Z/ flx+ ke 2™ dy = Z/ f(z)e 2oy
kez V0 kez Yk

~

_ / Z Flx)e >y — f(n).
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5. Funktional-Gleichung der Zetafunktion

Es gilt also
F(z) =) flx+n)=)_ f(n)e™.
nez nez
Die Reihen konvergieren sogar gleichmafig auf R. Setzt man hierin x = 0, erhélt man

die Behauptung.

5.2. Beispiele
a) Wir wollen die Fourier-Transformierte der Funktion

2

fR=R, zw— f(z):=e"
berechnen.
Behauptung. f ist seine eigene Fourier-Transformierte, d.h.
(1) f@t)=e™ firaleteR.

Beweis. Es ist

f(t) _ / 677T12727ri:vtdx _ €7rt2/ e*TK’(lB‘Fit)de.

Wir zeigen jetzt
(2) / e @ g :/ e ™ dr = 1.

Daraus folgt dann unmittelbar die Behauptung (1). Um (2) zu beweisen, wéhlen wir
ein R > 0 und integrieren die holomorphe Funktion f(z) := e~ iiber den Rand des
Rechtecks mit den Ecken —R, R, R+it, — R+ it, siche Figur 5.1. Da der Integrand f(z)
auf ganz C holomorph ist, ist das gesamte Randintegral gleich 0, d.h.

(3) /_ Z F(2)dz = /_ e / e / RRTTRYR

R+t R -R
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—R+it R+t

Figur 5.1

Man sieht unmittelbar, dass

+R+ia
‘/ f(z)dz‘%() fir R — oo
R

+
Da
R+it R -
/ f(z)d= :/ e~ @ gy
—R+it -R

folgt aus (3) durch Grenziibergang R — oo die Gleichung (2) und damit die Behaup-
tung (1).

b) Fiir eine reelle Zahl A > 0 betrachten wir die Funktion
HR=R, 20 fi(z) =™

Behauptung. Fiir die Fourier-Transformierte gilt

—mt? /A
VA

Beweis hierfiir. Nach Definition der Fourier-Transformation gilt

f}\(t) :/ 677r)\m 672mmt do.

-~ (&

L) =

Mit den Substitutionen ¢ = v/ Az und 7 = t/v/X kann man dies auf a) zuriickfithren
und erhélt man

. 0o , ‘ dg 677”—2 efmf2/)\
t) = e T eI 2 — = . q.e.d.
o= F -

2.3



5. Funktional-Gleichung der Zetafunktion

5.3. Satz (Funktionalgleichung der Theta-Reihe).
Die Theta-Reihe ist fiir reelles x > 0 definiert durch

0(z) := Z e~ ™,

nez

Sie geniigt der folgenden Funktionalgleichung:

1 "
9(;) =z l(x) fir allex >0,
d.h.

Z e*ﬂn%: _ % Z €f7rn2/:v.

ne” neZ

Bemerkung. Die Theta-Reihe und ihre sémtlichen Ableitungen konvergieren gleichméfig
auf jedem Intervall [, co[, € > 0; daher ist 6 eine C*°-Funktion auf |0, ocol.

Beweis. Wir wenden die Poissonsche Summenformel auf die Funktion

RS R, 20 filz) =e ™

an. Dabei ist A > 0 ein reeller Parameter. Da j/’:\(t) = % e~/ folgt
—mn? /A
—mAn? €
[ =
DTyt

nez ne”

Schreibt man z statt A, ergibt sich die Behauptung des Satzes.

5.4. Corollar. Die Theta-Reihe 0(x) = Z e~ ™ genidigt der Abschitzung

nez

0(z) = O(ﬁ) fir x X\, 0.

5.5. Wir stellen jetzt einen Zusammenhang zwischen der Theta-Reihe und der Zeta-
funktion her. Dazu betrachten wir fiir x > 0 die Funktion

gla) = ™"
Es gilt
0(z) =1+ 2g(x), dh. g(z)=3(0(z)—1).

Fir x — oo konvergiert g(x) exponentiell gegen 0, genauer gilt g(x) = O(e™™). Aus
Corollar 5.4 folgt
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(4) g(x) = O(%) fiir N\ 0.

Die Funktionalgleichung der Theta-Reihe 6(1/x) = 2'/26(x) liefert

6 o(5) =200 + 3@ - 1),

5.6. Lemma. Fir alle s € C mit Re(s) > 1 gilt
F(E>C(S> — 7TS/2 /OO .TS/Q (i e*ﬂn2x> d_SL’
2 o — x

Bemerkung. Aus der Abschitzung (4) folgt, dass das Integral fiir Re(s) > 1 existiert.

Beweis. Wir gehen aus vom der Eulerschen Integral-Darstellung fiir I'(s/2),

f _ > s/2 —$d_x
r(2> /Ox e, (Re(s) > 0),

und machen die Substitution z = 7n?% mit einer einer natiirlichen Zahl n € N;. Da
dz /% = dx/x, erhalten wir (nachdem wir wieder x statt & schreiben)

F(f) — 7’1,571'8/2 /OO xs/2€f7rn2:r d_.T
2 0 x
Fiir Re(s) > 1 gilt dann
r(3)cts) = Sor(3) k= Sow [Tt
2 2/ ns — 0 x

n=1

o > dx

_ s/2/ s/2( 77rn21)_
=T T € .

Die Vertauschung von Summation und Integration ist wegen des Satzes von der majo-
risierten Konvergenz erlaubt.

5.7. Satz (Funktionalgleichung der Zetafunktion).
a) Die Funktion

E(s) == 12 (s/2) ((s),

ist holomorph auf ganz C bis auf zwei Pole erster Ordnung an den Stellen s =0, s = 1.
Sie geniigt der Funktionalgleichung

§(1—s) = &(s).
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5. Funktional-Gleichung der Zetafunktion

b) Die Zetafunktion selbst geniigt der Funktionalgleichung

C(1—s)=2""71""T(s) cos(Z) {(s).

Beweis. a) Nach Lemma 5.6 gilt fiir Re(s) > 1 mit g(z) = Z e~
n=1

© €= [ = [eram s [Torgw

T

Im Integral von 0 nach 1 machen wir die Substitution x — 1/ und verwenden die
Funktionalgleichung (5).

! dx < dx
| e = [Tameren
0

z 1

< s dx &0 e _on dx
1 1

X X

& dz 1 1
_ (1—s)/2 ax ( _ _)
/1 v 9(x) T + s—1 s

Dabei haben benutzt, dass [~ 7% = 1 fiir Re(a) > 0.
Damit ergibt sich aus (6)

M) o= [ @) T ()

T s—1 S

Dies wurde fiir Re(s) > 1 abgeleitet. Da g(z) fiir z — oo exponentiell gegen 0 geht,
konvergiert das Integral auf der rechten Seite gegen eine auf ganz C holomorphe Funk-
tion h(s). Somit liefert (7) eine auf ganz C giiltige Darstellung von £(s) als meromorphe
Funktion mit Polen 1. Ordnung an den Stellen s = 1 und s = 0. Da die rechte Seite
von (7) invariant unter der Abbildung s — 1 — s ist, folgt £(1 — s) = &(s), d.h. Teil a)
des Satzes ist bewiesen.

b) Wir verwenden folgende Formeln aus der Theorie der Gamma-Funktion:

G- (z)T(ll — - Sm;”) (Euler)
(ii) F(g)T(Z JQF 1) = 2'72/n(2) (Legendre)

Die Funktionalgleichung der Funktion £(s) aus Teil a) bedeutet

1—s5 5
—(1-s)/2 . — —s/2 2
T F( 5 )C(l s)=m F(2> ¢(s),
woraus folgt

8) ((1—s)=gl/2 F(%)F(l ~ 5>1g(5).
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Aus (i) ergibt sich

1+4s

F(1;8>1F<1;S)1 _ sin(r5*) cos(%s).

s ™

Damit ldsst sich (8) umformen zu

(1 —s) =m0 (2)0(F5) cos(3) (),

woraus unter Benutzung von (ii) folgt

C(1—s)=2""7""T'(s) cos(%) ((s), q.e.d.

5.8. Corollar.
a) Fir jede ganze Zahl k > 0 gilt

¢(—2k) = 0.

Dies sind die einzigen Nullstellem der Zetafunktion in der Halbebene Re(s) < 0. Man
nennt diese Nullstellen die trivialen Nullstellen der Zetafunktion.

b) ¢(0) = —3.
c) Fir jede ganze Zahl k > 0 gilt

Beweis. a) Wir benutzen die Funktionalgleichung
C(1—s)=2""71"T(s) cos Z ((s)

Re(1 — s) < 0 ist gleichbedeutend mit Re(s) > 1. Da ((s) # 0 fiir Re(s) > 1, kommen
die einzigen Nullstellen der rechten Seite in der Halbebene Re(s) > 1 von der Cosinus-
Funktion. Nun ist

cos%s:O <= s=1+2k mitkecZ

Daraus folgt Behauptung a).

b) Wir schreiben die Funktionalgleichung in der Form (1 — s) = f1(s) f2(s) mit
fi(s) =2 *77°T(s) und fy(s) := cos 2 ((s).

2

f1 ist holomorph in einer Umgebung von s = 1 und fi(1) = 1/7. Die Funktion fy ist
ebenfalls holomorph in einer Umgebung von s = 1, da der Pol der Zetafunktion von
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5. Funktional-Gleichung der Zetafunktion

der Nullstelle des Cosinus aufgehoben wird. Um f5(1) zu berechnen, bestimmen wir
die ersten Glieder der Taylor- bzw. Laurent-Entwicklung der Faktoren.

cosZ =cos(2(s—1)+2)=—sin(3(s— 1) =—-2(s— 1)+ O((s — 1)?),

1
C(s) = Tt (holomorphe Funktion).
8 J—

Multipliziert man beide Ausdriicke, erhélt man fy(s) = —5+O(s—1), d.h. fo(1) = —73.
Daher gilt

¢(0) = f(1) fo(1) = —%, q.e.d.

¢) Wir benutzen zum Beweis die Eulerschen Formeln

=1 L (2m)% )
C(2k)=>" —r =(-1) 2(%)'3% fiir alle k > 1.
n=1 ’

Die Funktionalgleichung liefert

C(1—2k) = 2172772 (2k) cos(mk)C(2k)

= ﬁ(% — DI (=1)*¢(2k).

Setzt man darin die Eulerschen Formeln ein, erhélt man

C(1—2k) = —2—2’6.

5.9. Die nicht-trivialen Nullstellen der Zetafunktion

Nach Corollar 5.8 besitzt die Riemannsche Zetafunktion aufler den trivialen Nullstel-
len bei s = —2k, k € Ny, hochstens noch Nullstellen mit 0 < Re(s) < 1. Man nennt
{s € C:0 < Re(s) < 1} den kritischen Streifen. Wir werden sehen, dass die Zetafunk-
tion im kritischen Streifen unendlich viele Nullstellen besitzt. Aufgrund der Funktional-
gleichung weisen die Nullstellen ein gewisses Symmetrie-Verhalten bzgl. der kritischen

Geraden {s € C: Re(s) = 3} auf, das wir jetzt diskutieren.

Wir betrachten die schon in Satz 5.7 definierte Funktion

E(s) = 1*"L(s/2)¢(s).

Da der Faktor 7—%/2T'(s/2) fiir 0 < Re(s) < 1 holomorph und ungleich null ist, haben
((s) und &(s) in dem Streifen diesselben Nullstellen. Da £(s) fiir s € R reell ist, gilt
nach dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip

(i) &) =€(s);

auflerdem haben wir die Funktionalgleichung
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(i) &1 —s)=&(s).
Aus (i) und (ii) ergibt sich: Falls

§G+a+it)=0 mit —1<z<i,

dann ist auch

(3 +a—it) =0,
£z -z +it) =0,
£(3 —x—it) = 0.

Die nicht-trivialen Nullstellen der Zetafunktion
liegen also sowohl symmetrisch zur reellen Ach-
se, als auch zur Geraden {Re(s) = i}, siehe

2
Figur 5.2.

Wahrscheinlich kann der Fall x # 0 gar nicht
auftreten, denn nach der berithmten Riemann-
schen Vermutung aus dem Jahre 1859 liegen alle
nicht-trivialen Nullstellen der Zetafunktion so-
gar auf der Spiegelungs-Geraden {Re(s) = 1}.
Diese Vermutung ist noch unbewiesen, aber alle
bis heute durch numerische Rechnungen gefun-
denen nicht-trivialen Nullstellen der Zetafunkti-

on liegen tatséchlich auf der kritischen Geraden

{Re(s) = 1},
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