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6. Die Gamma-Funktion

6.1. Die Gamma-Funktion ist fiir z € C mit Re z > 0 definiert durch

[(z) := /00 = temtdt (Buler-Integral).

0

Bemerkung. Es ist [t*7le7!| = t*"le™" mit x = Rez. Bekanntlich konvergiert
J ot et dt fiir > 0 (das ist die reelle Gamma-Funktion). Es folgt

T(2)] < I(Re>)
fiir alle z mit Re z > 0.
Durch partielle Integration beweist man die Funktionalgleichung

2l(z) =T(z+1) (Rez > 0).
Da I'(1) = 1, folgt

I'(n)=(n—1)! fir alle n > 1 ganz.

Aus der Funktionalgleichung folgt

1j()_I‘(z%—l)_F(z+2)_ ~ T(z+n+1)
T T T et T T et )

Dies ist zunéchst richtig fiir Rez > 0. Die rechte Seite stellt eine meromorphe
Funktion in der Halbebene

H(-n—1)={z€C: Rez>-n—1}

dar mit Polen erster Ordnung an den Stellen z = 0, —1, —2, ..., —n. Dadruch wird
die Gamma-Funktion in die ganze komplexe Ebene als meromorphe Funktion
fortgesetzt mit Polstellen an den Stellen z =n, n € Z, n < 0.

6.2. Satz (axiomatische Charakterisierung der Gamma-Funktion). Sei F' eine
meromorphe Funktion in C mit folgenden Eigenschaften

(i) F ist holomorph in {Rez > 0};
(ii) F gendgt der Funktionalgleichung
2F(2) =F(z+1) fir alle z;
(i) |F(2)| ist beschrankt im Streifen {z € C : 1 <Rez < 2}.

Dann gibt es eine Konstante ¢ € C mit

F(z)=cI(2) fiir alle z € C.
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Bemerkung. ¢ = F(1).

Beweis. Setze ¢ := F(1) und
O(2) := F(z) — cl'(2).

® erfiillt (i), (ii), (iii) und ®(1) = 0. Zudem ist (2) = 2= holomoph bei z = 0.
Also ist ® beschriankt in {0 < Re z < 1}. Die Funktion

U(z) = P(2)P(1 — 2)
ist dann ebenfalls beschrinkt in {0 < Rez < 1}. Es gilt

U(z+1)=P(z+1)P(—2)
=2®(2) P(—2)
=—P(2)P(1 — 2)
= _\I](Z)v
also ist W periodisch mit Periode 2 und beschrankt. Nach dem Satz von Liouville

muss ¥ konstant sein. Da W(1) = 0, folgt, dass ¥ identisch gleich 0 ist. Also ist
®(z) = 0 und die Behauptung folgt. O

6.3. Satz.

(i) Fir alle z € C\{n € Z, n <0} gilt

n!ln?

F<Z>:nh—>nc}oz(z+1)~--(z+n)

(Gaup),

(ii) F(lz) = 2672ﬁ<1 + %)6_%.

Dabei ist v die Fuler-Mascheroni-Konstante.

Beweis. 1. Schritt. Wir zeigen, dass das unendliche Produkt in (ii) normal in C
konvergiert. Mit

222
E(2) :z(l—z)ezzl+z+§+§+...
3 4
2 3!

=1 - % + hohere Glieder
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ist |E(z) — 1] < |z|? fiir || < 7o und ein gewisses o > 0 (man kann z.B. ro = §
setzen). Es folgt

z 2
(14 2)ed =1+ 1ul2),
n
wobei
- 2|
|fu(2)] < oy fir n > o
Dies impliziert die normale Konvergenz. Also ist
z 2
6y = s TL(1+ 2)es
(2) := ze H 1+ e
n>1
holomorph in C mit Nullstellen erster Ordnung an den Stellen z = —n, n > 0.

2. Schritt. Mit

nln?

S e e e e At | (O

gilt
1 1 1 - z "
R G = e L o ] (14 2) S
R R el | (B
1
= exp[z(logn+'y — Z E)] — 1 firn — oc.
—0 fii‘rrn%oo
Es folgt, dass F),(z) fiir alle z # —n, n > 0 gegen ﬁ =: F'(z) konvergiert.

3. Schritt. Es bleibt zu zeigen: F'(z) = I'(2). Dazu wird die axiomatische Charak-
terisierung der Gamma-Funktion benutzt.

Klar ist " holomorph in {Rez > 0}. Zudem ist

n!n*tl F.(z+1) nz
F.(z+1) = : = — 2z,
(z4+1)---(z4+n+1) F.(z) (z+n+1) nooo

also F'(z + 1) = 2F(z). Schlieklich ist

n!n® 1
|Fo(2)] < dw+l)-(wtn) Fle) = G(x)’

was wegen der Stetigkeit und des Nichtverschwindens von G auf 1 < z < 2
impliziert, dass F'(z) = lim F,,(z) beschriankt bleibt fir 1 < z < 2.

Mit F(1) = lim, 0 % = lim, o0 ;%5 = 1 folgt also F(z) = T'(2). O
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6.4. Satz (Produkt-Darstellung des Sinus). FEs gilt

1 sinmz

(i) rr(1—-z = °

O 2

(i) sinmz =mz H(l - %)

n=1
Bemerkung. Das Produkt in (ii) konvergiert normal.
Beweis. (i) ®(z) := ['(z)I'(1 — z) ist meromorph in C mit Polen erster Ordnung

an den Stellen z = n € Z. Es ist

['(2) :w, F(l—z):%.

Sei

S;:={2€C : 0<Rez<1lund|Imz| > 1}.
Dann ist ®(z) beschrankt in 5.
Sei weiter

U(z) :=sin(mz) ®(z) = sin(7wz) ['(2) T(1 — 2).
Da sin7z an den Stellen z = n € Z Nullstellen erster Ordnung hat, ist W(z)
iiberall holomorph.
Es gilt

O(z+1) =—-P(2), sinm(z + 1) = —sinnz,
also ¥(z 4+ 1) = ¥(2).
Wegen der Beschrianktheit von @ in .Sy folgt

(x) |¥(2)] < Ce™l fiir alle z € C

mit einer gewissen Konstanten C' > 0.

Da W(z) iiberall von 0 verschieden ist, gilt ¥(z) = ¢9*) mit einer in C holomor-
phen Funktion g : C — C.

Nach einem Satz aus der Theorie der ganzen Funktionen folgt aus (x), dass g(z) =
a + bz mit Konstanten a,b € C. Wegen U(z) = ¥(—=z) ist b = 0, d.h. ¥(z) ist
konstant. Mit

() = M b )T - )

z
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erhélt man ¥(0) = 7, also
m=sinmz-T(2) -T(1 - 2).

Dies zeigt (i).
(ii) Aus

und

Dies zeigt (ii). O

6.5. Corollar.

(Wallis-Produkt).

6.6. Satz (Partialbruch-Entwicklung des Cotangens). Es gilt

1 = 1 1
7rcot7rz-—+2zz2_n2:;+Z<2_n+z+n>.

Beweis durch logarithmisches Differenzieren des Sinus-Produkts. O]
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6.7. Satz Fir |z| <1 gilt

(T) mzcotmz=1—2 i C(Qk) 22k |

k=1
Bewezs.
cot =1+2 _
T2 T2 ; o
0 9
z 1
=1=22 a1 =
n=1 N2
[o¢] o0 ZQk
=1-2) > —
n=1 k=1
[~ 1 2k
SED NP
k=1 \n=1

z B, ,
eZ—lZZHZ‘

Die Funktion auf der linken Seite ist bei 0 holomorph und hat Singularitéiten
genau an den Stellen z = 2wik, k € Z\{0}. Daher ist der Konvergenzradius der
Potenzreihe gleich 27.

Da

n

ez—l_i z
z (n+1)!

n=0

> By =1
(S5 (S -

Das Cauchy-Produkt der linken Seite ist > ¢,2™ mit

= 1 1 " n+1
= Bp= — By.
“ Zk!(n—k+1)! g (n+1)!k§( k ) g

k=0

folgt
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n+1

Es folgt co = By =1und ), _, ( I

)BkzofijrnZL

Es ergibt sich
1

n=1: By+2B;=0 :>Blz_§’

1
n=2: By+3B1+3B;=0 :B2:67

1 1
n: BO+(n+1)Bl—|—(n—2i_ )Bg—f—...—f-(nz ) = 0.

Damit kann man rekursiv alle Bernoulli-Zahlen berechnen. Die ersten von 0 ver-
schiedenen Bernoulli-Zahlen sind:

n 0 1 2 4 6 8 10 12 14
1 1 1 1 1 5 691 6
By, 1 =5 & —30 & —3 & 230 7

6.9. Cotangens und Bernoulli-Zahlen. Aus

Cos Z e 4 e e 41 . 21
cot z = — = 1— — = ] =1 :
sin z ez — o~z 621,2 -1 6212 -1
ergibt sich
iy 21z
zcotz=1z+ s 1
also
o0
(1) |zcotz=iz+ Zo B (2iz)™ ).
n=
Da z — z cot z eine gerade Funktion ist, folgt B; = —% und Byiy1 = 0 fiir alle
k>1.

Aus (1) folgt nach Substitution z — 7z

oo

B
Tz cotmz = Z(—l)k(%r)% (2;];‘ 22",
k=0 '

Ein Vergleich mit (t) liefert

T 2k
C(2k) = (1)1 L85 By |.

Einerseits folgt hieraus
sign(Bgg) = (=1 fiir k > 1,

andrerseits lassen sich so die Werte ((2) = %2, ((4) = %=, ... berechnen.
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6.10. Satz. FEs gilt

(35 -2,

Beweis mit der axiomatischen Charakterisierung der Gamma-Funktion. Setze

P()=2T(3)T (Z"QH) |

F' ist holomorph in H(0) und beschrankt fir 1 < Rez < 2. Auferdem gilt

F(z+1):2-2ZF(Z;1)F<§+1) = 2 F(2).
——
r(3)

Es folgt F(z) = ¢I'(z) mit ¢ = F(1) = 2T (3) (1) = 2+ /7 - 1. Dies zeigt die
Behauptung. O

[SI1%
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