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Vorwort

Das vorliegende Skriptum gibt im wesentlichen den Inhalt einer 4-stiindi-
gen Vorlesung wieder, die ich im Sommersemester 1973 an der Universitét
Regensburg gehalten habe. Das Ziel der Vorlesung war der Beweis der Haupt-
sétze der globalen Funktionentheorie auf Steinschen Mannigfaltigkeiten, nam-
lich die Theoreme A und B von Cartan-Serre, und einige Anwendungen. Ei-
nige Sitze aus der lokalen Theorie, die dazu notig sind (z.B. die Kohérenz
der Strukturgarbe des C") konnten aus Zeitmangel in der Vorlesung nicht
bewiesen werden und sind ohne Beweis angegeben.

Ich danke den Herrn F. Jobst und E. Kisslinger, die die Vorlesung ausge-
arbeitet haben, sowie Fraulein J. Pfeilschifter, die das Manuskript getippt
hat.

Regensburg, November 1973
Otto Forster
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1. Der Begriff der holomorphen Funktion

Hilfssatz 1. Seien ¢, x, € C, (k1,...,k,) € N, ((1,...,¢,) € C". Die
Reihe

o0

k kn
S G

k1,....kn=0

konvergiere in irgend einer einfachen Anordnung der Reihenglieder. Seien

r, > 0 und es gelte 0 < r, < |(,| fir v = 1,...,n. Dann konvergiert die
Reihe
f(Z) = Z Ckl...knzfl e Zﬁ"
k1, kn=0

absolut und gleichmdflig im abgeschlossenen Polyzylinder

P:={(z1,...,20) €C": |2,| <1, firv=1,...,n}.

L%

Beweis. Sei 0, := o 0<d, <1, firv=1,...,n.

Da die Reihe ) Ckl_,,kanl -... - Ck konvergiert, gibt es ein M € R, mit
Cky ok, G < M fiir alle (Ky, ... k) € N

Daraus folgt
|y 2 2R < MO0k fir alle (24, .., 2,) € P.

Mit dem Majorantenkriterium folgt daher die Behauptung.

Definition. Sei U C C" eine offene Teilmenge. Eine Funktion f : U — C
heifit holomorph, wenn sich f um jeden Punkt von U in eine Taylorreihe
entwickeln léasst, d.h. wenn fiir jedes a € U komplexe Zahlen ¢, x, € C,

(k1,...,kn) € N und eine Umgebung V' C U von a existieren, so dass
o
f(z) = Z Chyokin (21 — a1)k1 v (z — an)k”
k1,....,kn=0
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fir alle z = (z1,...,2,) € V.

Bemerkung. Die holomorphen Funktionen sind stetig, da die darstellenden
Taylorreihen nach Hilfssatz 1 lokal gleichméfig konvergieren.

Bezeichnung. Fiir eine offene Menge U C C" bezeichnen wir mit O(U) den
C-Vektorraum aller in U holomorphen Funktionen.

Definition. Sei U C C" offen. Eine Funktion f : U — C heifit partiell
holomorph, falls gilt:

Fiir jedes @ € U und jedes v = 1,2,...,n ist die Funktion einer Verédnderli-
chen
F, U, —C
C — Fal/(C) = F(a17 sy Ay1, Cv (7NN PRI an)

holomorph in

Uw:={CeC:(as,...,a,_1,( apy41,...,a,) €U} C C.

Satz 1. Set U C C" offen. Eine Funktion f : U — C ist genau dann
holomorph, wenn sie stetig und partiell holomorph ist.

Bemerkung. Nach F. Hartogs [Hart14] ist eine Funktion bereits dann holo-
morph, wenn sie partiell holomorph ist, vgl. [L2] und [L19]. Die Stetigkeit
braucht also nicht eigens gefordert zu werden.

Corollar. Sei U C C" offen und seien f,g € O(U). Dann gilt auch fg €
O(U). Falls f(z) #0 fir alle z € U, gilt 1/f € O(U).

Dies folgt nach Satz 1 sofort aus den entsprechenden Aussagen fiir holomor-
phe Funktionen einer Verdnderlichen.
Der Vektorraum O(U) ist also sogar eine C-Algebra, insbesondere ein Ring.

Beweis von Satz 1.

i) Sei zundchst vorausgesetzt, dass f holomorph ist. Dann ist f stetig und
fiir jeden Punkt a = (a4, ...,a,) € U gilt in einer Umgebung V' von a

e}

f(zla LR Zn) = Z Ckl...kn(zl - afl)kl et (zn - a’n)kna
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also

e e}

Fau(C) - f(ala ey Qy—1, Ca Ap41y -+, a'n) - Z CO...k...O(C - au)ka

k=0

morph, also f partiell holomorph ist.
ii) Die umgekehrte Implikation folgt direkt aus folgendem Hilfssatz.

Hilfssatz 2. Ses U C C" offen und f : U — C eine stetige, partiell holomor-
phe Funktion. Seien a € U, 1, € R und

P:={ze€C": |z, —a,| <r,,1 <v<n}.
Es gelte P C U. Wir definieren fiir alle (ki,...,k,) € N*

e 1 f<C177Cn)
e ckon = (271'2)” / o / (2’1 — al)k1+1 ce (Zn — an)knJrl dgl T dC"

¢ —ay|=ry
1<vn

Damit gilt

f(z1,. oy 2n) = Z Chyo ke (21 — al)kl v (zn — an)k”

fiir alle z € P. Auferdem ist

1 8k1+...+knf
Cky.. by = :
R T Rkl 92 92k

Beweis durch vollstdndige Induktion iiber die Anzahl n der Variablen.

Fiir n = 1 sind die Aussagen aus der Funktionentheorie einer Verdnderlichen
bekannt.

Induktionsschritt n — n — 1. Wir setzen

(*) Ck<21,...72n71) = L / f(zl,...,Zn,hCn) dcn

|Cn_an|:7"n
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Nach dem Fall n = 1, angewandt auf f als Funktion von z, (bei festen
21y ey 2no1) gilt

(xx) f(z1,-0y20) = ch(zl,...,zn,l)(zn—an)k

¢ ist eine stetige Funktion von zq,..., 2, 1 und partiell holomorph, denn
man kann in () unter dem Integral differenzieren und erhilt b= 0 fiir
2y
v=1,...,n— 1. Nach Induktionsvoraussetzung gilt
oo
k(215005 2nm1) = Z Chy. don k(21 — a1)k1 (o1 — an—l)k"*l,
k1,eoskn—1=0

wobei

. CL gla--an—l)
b T (i / / (G =@ (G — a1 1 ot

|Cv—av|=ry
v=1,...,n—1

(G G, G
e T B o a)n)w dé . .. dGyadC.

|CV aV|—7’V

v=1,...n
Weiter gilt
1 ak1+...+kn_1 Ck

R T Y R W ()

und wegen ()
1 o

cklar,...,an_1) = R 92k ——(ay,...,an1),

also
1 ak1+...+kn,1+kf

Chy . kpak = . (ay,...,an).
Fals s knalkl g2k 92k g2k

n—1
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Definition. Sei U C C" eine offene Teilmenge. Eine Abbildung f : C* — C™
heifit in eiem Punkt a € U (total) komplex differenzierbar, wenn es eine C-
lineare Abbildung

A:C"—-C™
gibt, so dass fiir a+( € U

fla+¢)=fla) + ACHIClle(¢)  mit lim o(C) =0.

Die Matrix A =: Jy(a) heifit die Jacobimatrix von f in a.

Bemerkung. Ist f total komplex differenzierbar, dann ist f auch total reel
differenzierbar, denn jede C-lineare Abbildung ist auch R-linear.

Satz 2. Sei U C C" eine offene Teilmenge. Eine Funktion f : U — C ist
genau dann holomorph in U, wenn sie in jedem Punkt a € U total komplex
differenzierbar ist.

Beweis. Ist f total komplex differenzierbar, so ist f stetig und partiell kom-
plex differenzierbar, also auch stetig und partiell holomorph (Satz von Gour-
sat), nach Satz 1 daher holomorph.

Zur Umkehrung: Aus der Entwickelbarkeit in eine Taylorreihe folgt, dass sich
jede in einer Umgebung von a holomorphe Funktion darstellen lésst als

fla+Q) = fla)+ Yt +[Cle() mit limp(C) = 0.

v=1
Daher ist f total komplex differenzierbar.

Satz 3. Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen Sei U C C™ offen und
f U — C eine stetige, partiell reell-differenzierbare Funktion. Dann gilt:

f holomorph <= g;:Ofu'ruzl,...,n.

Dies folgt wegen Satz 1 unmittelbar aus der entsprechenden Aussage fiir
Funktionen einer komplexen Verdnderlichen.
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Definition. Sei U C C" offen. Eine Abbildung

f=0U1,fm):U—=C™
heifit holomorph, wenn alle f, : U — C holomorph sind.

Satz 4. Sei U C C" offen. Eine Abbildung f : U — C™ ist genau dan
holomorph, wenn f in jedem Punkt a € U total komplex differenzierbar ist.

Dies folgt einfach aus Satz 2.
Satz 5. Seien U C C™" und V. C C™ offene Mengen und

f:U—C™ g:V—=CF

holomorphe Abbildungen mit f(U) C V. Dann ist die zusammengesetzte Ab-
bildung

gof:U—C*
ebenfalls holomorph und fiir die Jacobi-Matrizen gilt fir alle a € U
Jyor(a) = Jy(f(a)) - Js(a).

Beweis. Dies folgt aus der entsprechenden Eigenschaft reell differenzierbarer
Abbildungen. Insbesondere ist die zusammengesetzte Abbildung wieder holo-
morph, weil die Komposition komplex linearer Abbildungen wieder komplex
linear ist.

Corollar. Sei U C C" offen und f : U — C eine holomorphe Funktion. Sei
acUundbeC"~ {0}. Wir setzen

S:={teC:a+tbeU}.
Dann ist S offen in C und die Funktion
g:S—=C, tw— fla+1b)

18t holomorph.

Beweis. Es gilt g = f oy, wobei ¢ : S — U C C" die holomorphe Abbildung
t — a4+ tb ist.

1.6
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Bemerkung. Man kann S als den Schnitt von U mit der komplexen Gera-
den durch a mit Richtungsvektor b auffassen. Die Funktion ¢ ist dann die
Beschrédnkung von f auf S.

Definition. Seien U,V offene Teilmengen von C". Eine Abbildung f : U —
V" heift biholomorph, falls f holomorph und bijektiv ist und die Umkehrab-
bildung f~!: V — U ebenfalls holomorph ist.

Satz 6. Sei U C C" offen, a € U und f : U — C" eine holomorphe Abbildung
mit det Jy(a) # 0. Dann ezistieren offene Umgebungen Uy C U von a und
V C C" von f(a), so dass die Einschrinkung

f ‘ U1 —V
biholomorph ist und es gilt
Jp-1(f(a)) = Jy(a) ™.

Dies folgt aus dem entsprechenden Satz fiir stetig differenzierbare Abbildun-
gen im R?".

Satz 7. Seien G, C C einfach zusammenhdngende Gebiete und
Z: =G x...xG, cC".

Dann gibt esr, € {1, 00} und eine biholomorphe Abbildung f : Z — P, wobei
P:={(z,...,2,) €C": |z,| <7, firv=1,...,n}.

Beweis. Nach dem Riemannschen Abbildungssatz gibt es biholomorphe Ab-
bildungen

fo: G, —{ze€C:|z| <r,}.

(Falls G, = C, ist 7, = oo; sonst kann man r, = 1 wéhlen.)
Wir definieren nun f : Z — P durch

f(z1, o zn) = (fi(z1)s - oy ful(zn))-

Dies ist die gesuchte biholomorphe Abbildung.
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Bemerkung. Nach H. Poincaré [24] (vgl. auch Reinhardt [25]) ldsst sich der
Dizylinder

D= {(z1.20) € C*: |z1| < 1, |20| < 1}
nicht biholomorph auf die Einheitskugel im C?
E = {(z1,2) € C*: |z)* + |2)* < 1}

abbilden.

Ein Beweis dieser Aussage ist auch in Narasimahan [Nar19], p. 70, dargestellt.
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