O. Forster: Analytische Zahlentheorie

10. Aquivalenzen zur Riemannschen Vermutung
10.1. Satz. Se: % < 0 < 1. Folgende Aussagen sind gleichbedeutend:
(i) Fir jedes € > 0 gilt
m(z) = li(x) + O(2?79)
(ii) Fir jedes e > 0 gilt
I(x) = + O(2)
(ili) Fir jedes e > 0 gilt
Y(r) =z + O0(a"*)
(iv) Fir jedes e > 0 gilt
M(z) = O(2")
(v) RH(0): Die Riemannsche Zetafunktion ((s) hat keine Nullstellen mit Re(s) > 6.

Beweis.

Die Aquivalenz (i) < (iii) folgt aus der frither bewiesenen Tatsache, dass

Y(x) = 9(z) + O(«'?).
(ii) = (i). Durch partielle Integration erhélt man
Tod x Tod
li(z) = / e L / .
o logu  logul2 o log“u

_ +/ du + o).
2

logx log® u

Wir setzen 9(x) = x + R(x). Nach Voraussetzung ist R(x) = O(277) fiir jedes € > 0.
Mit Abelscher partieller Summation ergibt sich

n(e) = 1=y 08P

p<T P<T logp
0, T
= _(x) —i—/ 7(12) du
log o ulog”u
=L 4 / du NELCIN / L(UQ) du .
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li(z) + O(1) O(x%%9)
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Daraus folgt die Behauptung.
(i) = (ii). Durch partielle Integration erhélt man

‘i z “1
/ l(u)du = li(u) logu —/ %8
9 2 5 logu

u
= li(z)logz — x + O(1).

Wir setzen 7(x) = li(x) +7(x). Nach Voraussetzung ist r(z) = O(29*) fiir jedes ¢ > 0.
Mit Abelscher partieller Summation ergibt sich

W zx) = Zlogp = m(z)logz — /; #du

P
x l‘ xT
= li(x) log:c—/ Mdu—i—r(az) logaz—/ Malu.
T+ 0(1) O(xGJrs/)

fiir jedes ¢’ > . Daraus folgt die Behauptung.
(iii) = (v). Wir betrachten die Funktion
¢'(s)
F(s) = —2—=—((s
(5=~ =<
Fiir Re(s) > 1 besitzt F'(s) eine Darstellung als Dirichlet-Reihe

mit

Nach Voraussetzung gilt A(z) = O(z?") fiir jedes € > 0. Mit Abelscher partieller
Summation ergibt sich

M)A,

ns s us—f—l u.

Fiir Re(s) > 6 konvergiert die rechte Seite aufgrund der Abschéitzung von A(zx) fur
x — oo und man erhélt

F(s)=s /100 Al) dx  fiir Re(s) >0,

strl
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d.h. ¢'(s)/¢(s) + ¢(s) = —F(s) ist holomorph fiir Re(s) > 6, insbesondere kann ((s)
dort keine Nullstellen haben.

(iv) = (v). Diese Implikation wird analog zur Implikation (iii) = (v) bewiesen, die
Ausfiihrung ist sogar etwas einfacher.

Wir betrachten die Funktion G(s) := 1/((s); sie besitzt fiir Re(s) > 1 eine Darstellung
als Dirichlet-Reihe

1 —
) = 5 = A

n=1

Die Partialsummen der Koeffizienten sind

=> p(n)

n<e

Nach Voraussetzung gilt M(x) = O(2%+) fiir jedes € > 0. Mit Abelscher partieller
Summation ergibt sich
pn) M) [ M@

S
ns s + 1 us—f—l

du.

n<r

Fiir Re(s) > 6 konvergiert die rechte Seite aufgrund der Abschéatzung von M (z) fiir
x — oo und man erhélt

> M(x)

strl

G(s)=s dx fiir Re(s) > 6,

d.h. 1/¢(s) = G(s) ist holomorph fiir Re(s) > 6, insbesondere kann ((s) dort keine
Nullstellen haben.

Es fehlen noch die Beweise der Implikationen (v) = (iii) und (v) = (iv). Dazu verwen-
den wir Satz 8.10.
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