
O. Forster: Analytische Zahlentheorie

8. Die Mellin-Transformation und ihre Umkehrung

8.1. Laplace-Transformation. Sei f : R+ → C eine messbare Funktion, so dass
|f(x)|e−σ0x auf R+ beschränkt ist für ein σ0 ∈ R. Dann existiert das Integral

F (s) =

∫ ∞

0

f(x)e−sxdx

für alle s ∈ C mit Re(s) > σ0 und stellt ein holomorphe Funktion in der Halbebene

H(σ0) = {s ∈ C : Re(s) > σ0}

dar. F heißt die Laplace-Transformierte von f .

Bemerkung. Messbar bedeutet hier Lebesgue-messbar. In unseren Anwendungen wird
aber f stets mindestens stückweise stetig sein, so dass die volle Lebesguesche Integra-
tions-Theorie nicht nötig ist

Die Existenz des Integrals folgt daraus, dass

|f(x)esx| 6 Ke−(σ−σ0)x, σ := Re(s) > σ0 für alle x ∈ R+

mit einer Konstanten K > 0.

Beispiel. Sei f(x) = 1 für alle x ∈ R+. Die Laplace-Transformierte dieser Funktion ist

F (s) =

∫ ∞

0

e−sxdx = lim
R→∞

[

−
e−sx

s

]x=R

x=0
= lim

R→∞

1 − e−sR

s
=

1

s

für Re(s) > 0.

8.2. Zusammenhang von Laplace- und Fourier-Transformation.

Sei s = σ + it, σ, t ∈ R. Damit lautet die Formel für die Laplace-Transformation

F (σ + it) =

∫ ∞

0

f(x)e−σxe−itxdx =

∫ ∞

−∞

g(x)e−itxdx,

wobei

g(x) =

{

f(x)e−σx für x > 0,
0 für x < 0.

Daher ist die Funktion t 7→ F (σ+it) (bis auf eine Normierungs-Konstante) die Fourier-
Transformierte der Funktion g.
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8.3. Die Mellin-Transformation entsteht aus der Laplace-Transformation durch eine
Variablen-Substitution. Setzt man

x = log t, dx =
dt

t
,

so geht die Formel für die Laplace-Transformation über in

F (s) =

∫ ∞

1

f(log t) t−s dt

t
.

Dies kann aufgefasst werden als die Transformation der Funktion g(t) := f(log t), t > 1,
und gibt Anlass zu folgender Definition.

8.4. Definition (Mellin-Transformation). Sei g : [1,∞[ → C eine messbare Funktion,
so dass |g(x)|x−σ0 für ein geeignetes σ0 ∈ R auf dem Intervall 1 6 x < ∞ beschränkt
ist. Dann existiert das Integral

G(s) :=

∫ ∞

1

g(x)x−s dx

x

für alle s ∈ C mit Re(s) > σ0. Die Funktion G ist holomorph in der Halbebene H(σ0)
und heißt die Mellin-Transformierte von g.

Einen Zusammenhang von Dirichlet-Reihen und Mellin-Transformation gibt der fol-
gende Satz.

8.5. Satz. Sei f(s) =
∞

∑

n=1

an

ns
eine Dirichletreihe und

A(x) :=
∑

n6x

an = O(xσ0) mit einem σ0 ∈ R.

Dann konvergiert die Dirichlet-Reihe für Re(s) > σ0 und es gilt

f(s) = s

∫ ∞

1

A(x)x−sdx

x
.

Beweis. Mit Abelscher partieller Summation ergibt sich

∑

n6x

an

ns
=
A(x)

xs
+ s

∫ x

1

A(u)

us+1
du.

Für Re(s) > σ0 ist

∣

∣

∣

∣

A(x)

xs+1

∣

∣

∣

∣

6 C
1

x1+δ
mit δ = Re(s) − σ0 > 0.
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Da das Integral

∫ ∞

1

dx

x1+δ
konvergiert, erhalten wir nach Grenzübergang x→ ∞

f(s) =
∞

∑

n=1

an

ns
= s

∫ ∞

1

A(x)

xs+1
dx, q.e.d.

8.6. Beispiele. Wir geben einige Beispiele für Satz 8.5.

a) Für ζ(s) =
∞

∑

n=1

1

ns
ist

A(x) =
∑

n6x

1 = ⌊x⌋ = O(x),

also hat man für Re(s) > 1

ζ(s) = s

∫ ∞

1

⌊x⌋

xs
·
dx

x

Schreibt man {x} := x− ⌊x⌋ und benutzt

∫ ∞

1

dx

xs
=

1

s− 1
für Re(s) > 1, erhält man

ζ(s) =
s

s− 1
− s

∫ ∞

1

{x}

xs
·
dx

x
.

Da das letzte Integral schon für Re(s) > 0 absolut konvergiert, gibt die letzte Formel
die uns schon bekannte analytische Fortsetzung der Zetafunktion in die Halbebene
{Re(s) > 0} mit Pol 1. Ordnung an der Stelle s = 1.

b) Für
1

ζ(s)
=

∞
∑

n=1

µ(n)

ns
ist

M(x) =
∑

n6x

µ(n) = O(x)

die Mertens-Funktion und man erhält für Re(s) > 1

1

ζ(s)
= s

∫ ∞

1

M(x)

xs
·
dx

x
.
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c) Mit der Mangoldt-Funktion Λ gilt
ζ ′(s)

ζ(s)
= −

∞
∑

n=1

Λ(n)

ns
und

ψ(x) :=
∑

n6x

Λ(n)

ist die Tschebyscheffsche Psi-Funktion. Für sie gilt ψ(x) = O(x), sogar ψ(x) ∼ x. Also
hat man für Re(s) > 1

−
ζ ′(s)

ζ(s)
= s

∫ ∞

1

ψ(x)

xs
·
dx

x
.

d) Für die Primzeta-Funktion P (s) =
∑

p

1

ps
ist

π(x) =
∑

p6x

1 = O(x),

also hat man für Re(s) > 1 die Darstellung

P (s) = s

∫ ∞

2

π(x)

xs
·
dx

x
.

8.7. Lemma (Perronsche Formel).

a) Es sei c > 0. Dann gilt für alle x > 0

1

2πi

c+i∞
∫

c−i∞

xs ds

s
= h(x) :=

{

0 falls x < 1,
1
2

falls x = 1,
1 falls x > 1.

Dabei wird über die Gerade {Re(s) = c} integriert und
∫ c+i∞

c−i∞
ist als lim

T→∞

∫ c+iT

c−iT
zu

verstehen.

b) Effektive Version mit Abschätzung des Restes: Für T > 0 ist

h(x) =
1

2πi

c+iT
∫

c−iT

xs ds

s
+R(x, T )
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mit

|R(x, T )| 6















xc min
(

1,
1

πT | logx|

)

für x 6= 1,

min
(

1
2
,
c

πT

)

für x = 1.

Bemerkung. Es ist klar, dass a) aus b) folgt. Für Anwendungen braucht man meist die
effektive Version.

Beweis. . . .

-

6

0

L

c+iT

c−iT

Q+Q−

ω+iT

ω−iT

−ω+iT

−ω−iT

K+K−

α

Figur 8.1

8.8. Für eine Dirichlet-Reihe f(s) =
∞

∑

n=1

an

ns
betrachten wir die Partialsummen der

Koeffizienten

A(x) :=
∑

n6x

an.

Die Funktion A : [1,∞[ → C hat Sprungstellen an den ganzen Zahlen n ∈ N und dort
von rechts stetig, d.h.

A(n) = A(n+ 0) := lim
xցn

A(x), aber A(n− 0) := lim
xրn

A(x) = A(n) − an
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Für den folgenden Umkehrsatz brauchen wir aber eine Funktion, die an den Sprung-
stellen den Mittelwert des rechts- und linksseitigen Grenzwerts annimmt. Dies ist

A∗(x) :=
∑

n6x

′ an :=











∑

n6x

an, falls x nicht ganz,

∑

n<x

an + 1
2
ax, falls x ganz.

Mit der in Lemma 8.7 definierten Funktion h lässt sich die Definition von A∗ auch
schreiben als

A∗(x) =

∞
∑

n=1

h
(x

n

)

an.

Es gilt A∗(x) = A(x) falls x nicht ganz und

A∗(n) = 1
2
(A(n + 0) + A(n− 0)) für n ∈ N.

8.9. Satz. Sei f(s) =

∞
∑

n=1

an

ns
eine Dirichlet-Reihe mit absoluter Konvergenz-Abszisse

σa(f) <∞ und sei A∗(x) :=
∑

n6x

′ an. Dann gilt für c > max(0, σa(F )) und alle x > 0:

a) A∗(x) =
1

2πi

c+i∞
∫

c−i∞

f(s)xsds

s

b) Effektive Version: Für alle T > 0 ist

A∗(x) =
1

2πi

c+iT
∫

c−iT

f(s)xsds

s
+ R(x, T )

mit

|R(x, T )| 6
xc

πT

∞
∑

n=1

n6=x

|an|

nc| log(x/n)|
+

{

c|ax|

πT
, falls x ganz,

0 sonst.

Beweis.

. . .

8.10. Satz. Sei

f(s) =
∞

∑

n=1

an

ns
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eine Dirichlet-Reihe, die für Re(s) > 1 absolut konvergiert und die sich in die Halbebene

{Re(s) > θ}, (1
2

6 θ < 1), holomorph fortsetzen lässt. Für jedes θ1 > θ und jedes ε > 0
gelte

f(s) = O(|t|ε) für |t| → ∞ (t = Im(s))

gleichmäßig in {Re(s) > θ1}. Dann folgt für jedes θ′ > θ

A(x) :=
∑

n6x

an = O(xθ′) für x→ ∞,

insbesondere konvergiert die Dirichlet-Reihe von f(s) für alle s ∈ C mit Re(s) > θ.

Beweis. Sei θ′ > θ vorgegeben. Wir definieren

ε := 1
3
(θ′ − θ), θ1 := θ + ε und c := 2 + ε.

Nach Voraussetzung gibt es eine Konstante K1 > 0, so dass

|f(σ + it)| 6 K1|t|
ε für alle σ > θ1 und |t| > 1.

Man kann x als halbganz und > 1 annehmen. Dann hat man für alle n > 1

∣

∣

∣
log

(x

n

)
∣

∣

∣
>

∣

∣

∣
log

(

1 +
1

2n

)
∣

∣

∣
>

1

3n
.

Satz 8.9b) liefert deshalb

A(x) =
1

2πi

c+iT
∫

c−iT

f(s)xsds

s
+ R(x, T )

mit

|R(x, T )| 6
xc

T

∞
∑

n=1

|an|

nc−1
6
x2+ε

T
·K2 mit K2 :=

∞
∑

n=1

|an|

n1+ε
<∞.

Wir wählen jetzt speziell T := x2 und erhalten R(x, T ) = O(xε) = O(xθ′).

Es bleibt also noch das Integral

∫ c+iT

c−iT

f(s)xsds

s
, (T = x2),

abzuschätzen. Dazu wenden wir den Cauchyschen Integralsatz auf die holomorphe
Funktion f(s)xs/s und das Rechteck mit den Ecken θ1 ± iT und c± iT an, siehe Figur
8.2. Da das Integral über den gesamten Rand des Rechtecks verschwindet, genügt es al-
so, das Integral über den oberen, linken und unteren Rand des Rechtecks abzuschätzen.
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θ1+iT

θ1−iT

c+iT

c−iT

θ1 c=2+ε0

Figur 8.2

Auf dem oberen Rand (Strecke von θ1 + iT nach c + iT ) gilt |f(s)| 6 K1T
ε = K1x

2ε,
ferner |xs| = xσ 6 x2+ε und |s| > T = x2, also

∣

∣

∣

∣

∫ c+iT

θ1+iT

f(s)xsds

s

∣

∣

∣

∣

6 K3x
2εx2+ε c− θ1

x2
= O(x3ε) = O(xθ′).

Eine analoge Abschätzung gilt für den unteren Rand. Es bleibt noch das Integral über
den linken Rand abzuschätzen. Aus Symmetriegründen genügt es, das Integral über die
Strecke von θ1 nach θ1 + iT zu betrachten. Wir zerlegen die Strecke in zwei Abschnitte,
von θ1 nach θ1 + i und von θ1 + i nach θ1 + iT . Für den ersten Teil gilt

∣

∣

∣

∣

∫ θ1+i

θ1

f(s)xsds

s

∣

∣

∣

∣

6 xθ1

∫ θ1+i

θ1

|f(s)|
|ds|

|s|
= O(xθ1) = O(xθ′).

Das Integral auf dem zweiten Teil können wir wie folgt abschätzen:

∣

∣

∣

∣

∫ θ1+iT

θ1+i

f(s)xsds

s

∣

∣

∣

∣

6 K1x
θ1

∫ T

1

tε
dt

t
6 K1x

θ1
T ε

ε
=
K1

ε
xθ1+2ε = O(xθ′).

Imsgesamt zeigen diese Abschätzungen

∫ c+iT

c−iT

f(s)xsds

s
= O(xθ′),

was den Beweis von Satz 8.10 vervollständigt.
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