O. Forster: Analytische Zahlentheorie

7. Die Funktionalgleichung der Zetafunktion

7.1. Satz (Poissonsche Summenformel). Sei f : R — C eine stetig differenzierbare
Funktion mit

fl@)=0(21"*) und f(z)=0(|z["*) fir |z| — oo

und sei
f(®) ::/_ f(z)e *™ = dy,

die Fourier-Transformuierte von f. Dann gilt

Sty =3 fn).

n=—oo n=—oo

Bemerkung. Der Satz gilt auch unter schwécheren Voraussetzungen iiber die Funktion
f. Diese Form geniigt uns aber. Die Bedingung f(x) = O(|z|™?) garantiert die Existenz
des Fourier-Integrals und der unendlichen Summe ) f(n).

Beweis. Wir definieren eine Funktion ' : R — C durch

F(z) =Y f(z+n).

nez

Nach der Voraussetzung iiber f konvergiert diese Reihe gleichméfig auf R, ebenso die
Reihe der Ableitungen. Daher ist F' eine stetig differenzierbare Funktion. Aulerdem
gilt offensichtlich F'(z+1) = F(x), d.h. F' ist periodisch mit der Periode 1. Wir kénnen
deshalb F'in eine Fourier-Reihe

F(I‘) _ Z Cn€27rin:c

nez

entwickeln. Da F' stetig differenzierbar ist, konvergiert die Fourier-Reihe gleichméfig
gegen F'. Fiir die Fourier-Koeffizienten gilt

1
Cn = / F(z)e ™y
" 4 k+1 4
= / f(x+k)e ™ dy = Z/ fz)e ™ dy
0 k

k€EZ keZ
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7. Die Funktionalgleichung der Zetafunktion

Es gilt also

=3 fle+n) = fn)erin,

neE”L nez

Die Reihen konvergieren sogar gleichméflig auf R. Setzt man hierin x = 0, erhélt man
die Behauptung.

7.2. Beispiele

a) Wir wollen die Fourier-Transformierte der Funktion
fiR—=R, z+ f(zx):=e"

berechnen. Es wird sich herausstellen, dass f seine eigene Fourier-Transformierte ist,
d.h.

(1) ft)=e" fiir alle t € R.

Es ist

Speziell fiir t = 0 ist

A~

f(0) = / e dy = 2/ e ™ dy = [Substitution u = 722

\/,/ “du—%f‘(%)zl.
Fiir £ 0 ist

f(t) _ / e—wx2—27rimtdx _ 6—7rt2/ 6—7r(x+it)2dl,

Wir zeigen jetzt

(2) / e @t dx—/ e dr = 1.

Daraus folgt dann unmittelbar die Behauptung (1). Um (2) zu beweisen, wéhlen wir
ein R > 0 und integrieren die holomorphe Funktion f(z) := e ™" iiber den Rand des
Rechtecks mit den Ecken —R, R, R+it, — R+1t, siche Figur 7.1. Nach dem Residuensatz
ist das gesamte Randintegral gleich 0, d.h.

@ [ s [ s [ s [ s
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~ R4t R+t

Figur 7.1
Man sieht unmittelbar, dass

‘/:;R—i-ia fl)d:

—0 fir R— o0

+
Da
Retit R .
/ f(2)dz :/ e~ @ dy
—Retit -R

folgt aus (3) durch Grenziibergang R — oo die Behauptung (2).
b) Fiir eine reelle Zahl A > 0 betrachten wir die Funktion
AR =R, e fi(z) =™

Behauptung. Fiir die Fourier-Transformierte gilt
6—7rt2/)\
VA

Beweis hierfiir. Nach Definition der Fourier-Transformation gilt

L) =

Mit den Substitutionen ¢ = v/Az und 7 = t/+/A kann man dies auf a) zuriickfithren
und erhélt man
. 00 - dr €—7r7—2 6—7rt2/)\
/ 6—#526—2m§7

Aat) = N ﬁ: 7 = o q.e.d.
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7.3. Satz (Funktionalgleichung der Theta-Reihe).
Die Theta-Reihe ist fiir reelles x > 0 definiert durch

O(x) := Z e~

neL

Sie gentigt der folgenden Funktionalgleichung:

«9(%) = x0(x) fir alle z > 0,

d.h.

—mn?x 1 —mn?/x
€ = — € .
O

neL

Bemerkung. Die Theta-Reihe und ihre sémtlichen Ableitungen konvergieren gleichméfig
auf jedem Intervall [e, oo[, € > 0; daher ist 6 eine C*>°-Funktion auf |0, col.

Beweis. Wir wenden die Poissonsche Summenformel auf die Funktion

AR R, 20 filz) =™

an. Dabei ist A > 0 ein reeller Parameter. Da ]?:\(t) = % e/ folgt
—mn? /A
—mAn? €
€ =
DRy

nez neL

Schreibt man x statt A, ergibt sich die Behauptung des Satzes.

7.4. Corollar. Die im vorigen Satz definierte Funktion 0(x) = 3 _, e~ ™ geniigt
der Abschdtzung

0(z) = O<%) fir x ™\, 0.

7.5. Lemma. Fir alle s € C mit Re(s) > 1 gilt

(g =e [ (S

Bemerkung. Die Funktion

bty =Y e
n=1
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konvergiert fiir t — oo exponentiell gegen 0. Es gilt 0(t) = 1 + 2¢(t), d.h. () =

$(0(t) — 1). Aus Corollar 7.4 folgt deshalb

b(t) = 0(%) fiir £\, 0.

Dies zeigt, dass das Integral fiir Re(s) > 1 existiert.

Beweis. Wir gehen aus vom der Eulerschen Integral-Darstellung fiir I'(s/2),

WY S
r(3) /0 #2tS (Re(s) > 0),

und machen die Substitution ¢ = 7n2t. Dabei ist n eine natiirliche Zahl. Da dt/t = dt/t,
erhalten wir (nachdem wir wieder ¢ statt ¢ schreiben)

F(f) _ TLS7TS/2 /OO t8/26_ﬂn2t@.
2 ; /

Fiir Re(s) > 1 gilt dann

()0 - S0 () - 5o [t

n=1

— -5/2 t5/2<§ : —7rn2t) )
" /0v ‘ t

n=1

Die Vertauschung von Summation und Integration ist wegen des Satzes von der majo-
risierten Konvergenz von Lebesgue-Integralen erlaubt.

7.6. Satz (Funktionalgleichung der Zetafunktion).
a) Die Funktion

E(s) =7 T(s/2) ((s),

lasst meromorph auf ganz C fortsetzen. Die fortgesetzte Funktion ist holomorph bis auf
zwet Pole erster Ordnung an den Stellen s = 0, s = 1 und gentigt der Funktionalglei-
chung

§(1 =) =¢&(s).

b) Die Zetafunktion selbst lisst sich ebenfalls meromorph auf ganz C fortsetzen mit
einem einzigen Pol an der Stelle s = 1. Es gilt die Funktionalgleichung

C(1—s) =2""17"T(s) cos(%) {(s).
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7. Die Funktionalgleichung der Zetafunktion

Beweis. a) Nach Lemma 7.5 gilt fiir Re(s) > 1 mit ¢ (t) = 3200 e~ ™"

@ o= [ emng = [ e [Cemnd

t
Aus der Funktionalgleichung fiir die Thetafunktion folgt fiir ¢ (t) = 3(6(t) — 1)
Y(t) =t Py(1/t) - 5(1—t717).

Wir setzen dies in das Integral von 0 bis 1 ein und erhalten

! dt ! dt ! dt
s/2 o (s—1)/2 1 (s—1)/2 s/2
o [ oS = [ere(g)F e [aenm—en

Das letzte Integral kann man explizit berechnen (man beachte, dass Re(s) > 1):

1
1 / evz gyt L1
0

2 t s—1 S

Im ersten Integral auf der rechten Seite von (5) machen wir die Substitution ¢ = 1/¢
und erhalten

/0 ) /2¢< )it /loo t(l—s)/Qw(t)%'

Setzt man alles in (4) ein, ergibt sich

© o= [ e = [ e@reenued e (2 -3)

Da #(t) fiir t — oo exponentiell gegen 0 geht, konvergiert das Integral auf der rechten
Seite gegen eine auf ganz C holomorphe Funktion g(s). Somit liefert (6) eine Fortset-
zung von &(s) als meromorphe Funktion auf C mit Polen 1. Ordnung an den Stellen
s =1 und s = 0. Da die Darstellung (6) invariant unter der Abbildung s — 1 — s ist,
folgt £(1 — s) = £(s), d.h. Teil a) des Satzes ist bewiesen.

b) Wegen

((s) =

T(s/2) §(s)

lasst sich auch die Zetafunktion meromorph nach ganz C fortsetzen. Die Funktion
5 ﬁ ist auf ganz C holomorph und hat eine Nullstelle 1. Ordnung bei s = 0,

die sich gegen die Polstelle 1. Ordnung der Funktion £(s) weghebt. Deshalb ist ((s)
holomorph in C bis auf den Pol 1. Ordnung bei s = 1.

Aus der Funktionalgleichung von ¢ kénnen wir nun die Funktionalgleichung der Zeta-
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funktion ableiten:
1—s

ﬂ_(l_s)/2f<?> C(1—s)= 7T_S/2F<§> C(s)

ergibt

(7) g@-—@::w”iﬂr(g)r(lgs)_ﬂx@.

Nun benutzen wir zwei Formeln aus der Theorie der Gammafunktion

(a)

1 _ sin7z
r(z)r(1—z2  «

(Euler)

(b) F(g)f‘(l —; Z) =2'72/7T(2) (Legendre)

Aus (a) folgt

F(l — S)_1F<1 + 3)—1 _ sin(71$2) _ cos(%)
2 2 T T

Damit ldsst sich die Formel (7) umformen zu

(1 =) =m 2 ()T (FE2) cos3) (),

woraus unter Benutzung von (b) folgt

C(1—s) =2"""17"T'(s) cos(%) ((s), q.e.d.

7.7. Corollar.
a) Fir jede ganze Zahl k > 0 gilt

C(—2k) = 0.

Dies sind die einzigen Nullstellem der Zetafunktion in der Halbebene Re(s) < 0. Man
nennt diese Nullstellen die trivialen Nullstellen der Zetafunktion.

b) ¢(0) = —3.
c) Fir jede ganze Zahl k > 0 gilt

Boy,

G(1—2k) = ——E.
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7. Die Funktionalgleichung der Zetafunktion

Beweis. a) Wir benutzen die Funktionalgleichung
((1—s)=2""7""T'(s) cos Z((s)

Re(1 — s) < 0 ist gleichbedeutend mit Re(s) > 1. Da ((s) # 0 fiir Re(s) > 1, kommen
die einzigen Nullstellen der rechten Seite in der Halbebene Re(s) > 1 von der Cosinus-
Funktion. Nun ist

cos%szo < s=142k mitkeZ

Daraus folgt Behauptung a).

¢) Wir benutzen zum Beweis die Eulerschen Formeln

1 (27T)2k

=1 _ )
C(2k) =) == (—1)* 2(%)!3% fiir alle & > 1.
n=1

Die Funktionalgleichung liefert

C(1—2k) = 272772 (2k) cos(mk)C(2k)

_ (25)% (2k — 1)1 (—1)5¢(2k).

Setzt man darin die Eulerschen Formeln ein, erhéilt man

_ Do
2%

b) Wir schreiben die Funktionalgleichung in der Form ((1 — s) = f1(s) f2(s) mit

(1 - 2k) =

fi(s) :==2""77°T(s) und fa(s) := cos ZE((s).

f1 ist holomorph in einer Umgebung von s = 1 und f;(1) = 1/7. Die Funktion f; ist
ebenfalls holomorph in einer Umgebung von s = 1, da der Pol der Zetafunction von
der Nullstelle des Cosinus aufgehoben wird. Um f5(1) zu berechnen, bestimmen wir
die ersten Glieder der Taylor- bzw. Laurent-Entwicklung der Faktoren.

cosT =cos(3(s—1)+2)=—sin(3(s— 1) =—-2(s— 1)+ O((s — 1)%),

1
((s) = 1 + (holomorphe Funktion).
S —

Multipliziert man beide Ausdriicke, erhélt man fy(s) = —54+0O(s—1), d.h. fo(1) = —3.
Daher gilt

C(0) = (1) fo(1) = =3, qeed.
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7.8. Die Riemannsche Vermutung
Aus Satz 6.1 und der Funktionalgleichung folgt, dass ((s) # 0 fir alle s € C with
Re(s) = 0. Aufler den trivialen Nullstellen der Zetafunktion an den Stellen s = —2k,
k > 1 ganz, miissen deshalb alle anderen Nullstellen der Zetafunktion im Streifen
S :={s € C:0 < Re(s) < 1} liegen. Betrachten wir die schon in Satz 7.6 definierte
Funktion

£(s) = 1**D(s/2)¢(s).
Da der Faktor m—*/2T'(s/2) fiir 0 < Re(s) < 1 holomorph und ungleich Null ist, haben
((s) und &(s) in dem Streifen diesselben Nullstellen. Wegen

§(1—s)=¢&(s)  und  £(5) =&(s)
gilt: Ist s:%—l—x—l—it, —% <zr< %, und
£(5+x+it) =0, so folgt
G3—z+it) =0, &G+x—it)=0, &(3—z—it)=0.

Die nicht-trivialen Nullstellen der Zetafunktion liegen also sowohl symmetrisch zur
reellen Achse, als auch zur Geraden {Re(s) = 3}

Nach einer Vermutung von Riemann aus dem Jahre 1859 liegen alle nicht-trivialen
Nullstellen der Zetafunktion sogar auf der Geraden {Re(s) = 3}. Diese Vermutung
zahlt zu den Millenniums-Problemen und ist bis heute unbewiesen.
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