O. Forster: Analytische Zahlentheorie

5. Aquivalenzen zum Primzahlsatz

5.1. Fiir reelles > 0 bezeichnen wir mit 7(z) die Anzahl der Primzahlen p < . Dies
kann man auch so schreiben:

m(x) = Z 1.

pP<T

7(x) ist eine Treppenfunktion mit Spriingen der Hohe 1 bei allen Primzahlen. Natiirlich
gilt w(z) = 0 fiir x < 2. Einige andere Werte sind

x | 10100 | 1000 | 10* | 10° | 105 | 107 |
m(x) [ 4 | 25 | 168 | 1229 | 9592 | 78498 | 664579 |

GauB hat aufgrund von Zihlungen in Primzahl-Tafeln vermutet, dass die Dichte der

Primzahlen der Gréflenordnung x etwa gleich loéx ist, dass also die Funktion

Todt

li = —
i() 5 logt

eine gute Approximation von m(z) ist. li(x) heiBt der Integral-Logarithmus von zx.
Tatséichlich gilt nach dem 1896 von Hadamard und de la Vallée Poussin bewiesenen
Primzahlsatz die asymptotische Gleichheit

()

m(x) ~li(z), dh. lim

=1.
T—00 li(x)

Als Vorbereitung zum Beweis des Primzahlsatzes werden wir in diesem Kapitel einige
Aussagen vorstellen, die zum Primzahlsatz dquivalent sind.

5.2. Lemma. Fliir jede natiirliche Zahl k > 1 und alle reellen Zahlen x > 2 gilt

/Idt_tx+k/z dt _x+0< x )
2 logkt_logkt 9 2 logk+1t_logkx loghttz/"

Insbesondere hat man die asymptotische Beziehung

li(z)

~ fiir x — oo.
log

Beweis. Die Gleichung

/z a ot x+k/z dt
2 logkt_logkt 9 2 loghtt¢

folgt unmittelbar durch partielle Integration. Das Lemma ist deshalb bewiesen, wenn
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5. Aquivalenzen zum Primzahlsatz

wir zeigen konnen, dass

/ at =0 firalle k> 1.
9 log"t log” x

Beweis hierfiir. Wir zerlegen den Integrationsweg in die Intervalle [2, y/z] und [\/z, ]
(0.B.d.A. ist x > 4) und erhalten

/z dt _/ﬁ dt +/I dt
o loght o loght ﬁlngt
V¢

(log2)* = (log y/x)*

2k
= O(Vz)+ ,f —O(
log” x

), q.e.d.
log"® z
5.3. Die Tschebyscheffschen Funktionen ¢ und .

Tschebyscheft fithrte 1852 zwei Funktionen ¥ und v ein, die zur Untersuchung der
Primzahl-Verteilung oft bequemer sind als die Funktion 7(z).

=) logp,

p<T

= Z A(n)

n<e

Dabei ist A die von Mangoldtsche Funktion. Nach ihrer Definition gilt deshalb

Zlogp—z Z logp—Zq? l/m

pm<e m21 pLgl/m m2>1

Die Summe iiber m braucht nur bis Ll

Also ist

oggJ erstreckt zu werden, da J(z) = 0 fir x < 2.
08

bl@) =v(@) +9(Va) + D {0 3 <m < 125}
Da ¥(z) = O(x), also ¥(\/z) = O(\/x), folgt
h(x) = 9(x) + O(Va).

5.4. Satz (Tschebyscheff). Folgende Aussagen sind dquivalent:

i) w(z) ~liz),

X

() @)~
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(iii) I (z) ~ z,

(iv)  Y(@)~az

Um den Primzahlsatz zu beweisen, geniigt es also zu zeigen, dass ¢ (z) ~ x.

Beweis. Die Aquivalenz von (i) und (ii) folgt aus Lemma 5.2. Dass (iii) und (iv) dqui-
valent sind, folgt aus ¢ (z) = 9(z) + O(/x).

Es ist also nur noch die Aquivalenz von (ii) und (iii) zu beweisen.

Dazu wenden wir die Abelsche partielle Summation auf die Summe }_,  a,f(n) mit
= log p, falls n = p prim, a,, = 0 sonst, und f(z) = 1/logz an.

_ V(=) / v o)
1 + ———dt
Z 08P 1ogp log 9 log2 t

2<p<x

Nach Corollar 2.6 gilt ¥(t)/t = O(1), also ergibt sich mit Lemma 5.2

T 9(t) Tod
/2 tlog;tdt:O(/g logzt>:O<logg;E2x>‘

Es folgt

w(x)=19<x)+o( ‘ )

log x log2 T

und

() = n(z >10g“0<10gx)

Daraus folgt die Aquivalenz von (i) und (iii).

5.5. E. Landau hat 1911 weitere Aquivalenzen zum Primzahlsatz bewiesen, die mit der
Mobiusschen p-Funktion zusammenhéngen. Man betrachte folgende Funktionen

= Z,u(n) und  m(z) = Z @

n<x n<e

Nach Landau sind die Beziehungen M(z) = o(z) und m(z) = o(1) zum Primzahlsatz
dquivalent. Nach Satz 5.4 braucht nur die Aquivalenz mit (x) ~ = bewiesen zu werden.
Dazu brauchen wir noch einige Vorbereitungen.

5.6. Der Hyperbel-Trick. In der analytischen Zahlentheorie tauchen 6fter Summen
der Gestalt

E Ck

kl<z
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5. Aquivalenzen zum Primzahlsatz

auf. Dabei sind ¢;¢ (k,¢ > 1) komplexe Zahlen, = eine positive reelle Zahl und es
wird iiber alle Paare k, ¢ positiver ganzer Zahlen summiert, fiir die k¢ < x ist. Der
Summationsbereich ist also

H, :={(k,0) e Ny x Ny : kl < z}.

Dies sind alle Gitterpunkte mit positiven ganzzahligen Koordinaten der £-n-Ebene, die
unterhalb oder auf der Hyperbel £ = x liegen. Seien nun wu, v positive reelle Zahlen
mit uv = x und

H; = {(k,ﬁ)EHz:kgu}:{(k,f)EleNl:kéu, ﬁéx/k},
H' = {(k0) € Hy 0 <v} = {(k,0) €Ny x N, : £ < v, k < /6}.
Damit gilt

H,=H,UH! und H.,NH,={(k,0)eN xN;:k<u, {<v},

vgl. Figur 5.1. Hier ist H. die Menge der durch die vertikalen Linien verbundenen
Gitterpunkte und H! die Menge der durch die horizontalen Linien verbundenen Git-
terpunkte.

Al
v L L L L Uy = 1
1 PP P P S rS—
1 u k
Figur 5.1

5.4



O. Forster: Analytische Zahlentheorie

Es folgt

ZCM: Z Cre = Z Cre + Z Ckt — Z Che

k< (k,0)eH, (k,0)eH,, (k,0)eHY (k,0)eH,NH!
= E ( E Cu) + E < E Cu) - E Che
k<u (<z/k <y k<z /¢ kSu

<

Ein wichtiger Spezialfall ist ¢gy = axb, mit Folgen (ax) und (b;). Aus der obigen Formel
ergibt sich unmittelbar

5.7. Satz. Seien (an)n>1 und (by)n>1 zwei Folgen komplexer Zahlen. Fiir reelles x > 0
werde definiert

Zan und B(x Zb

n<x n<x
Dann gilt fir alle reellen u,v,x > 0 mit uv = x

S b =Y akB(%) +3 bgA(%) — A(w)B(v).

kl<x k<u

Als Anwendung von Satz 5.7 beweisen wir nun den Dirichletschen Teilersatz. Dieser
macht eine Aussage iiber die durchschnittliche Teilerzahl von natiirlichen Zahlen.

5.8. Satz (Dirichlet). Fir eine natirliche Zahl n bezeichne T(n) die Anzahl der posi-
tiven Teiler von n. Dann gilt fiir reelles x > 0

ZT(n) =z(logx + 2y — 1) + O(V/x).

n<r
Dabei ist v die Fuler-Mascheronische Konstante.

Die mittlere Teilerzahl der natiirlichen Zahlen < x ist also etwa logx + 2y — 1. Der
Fehler ist von der Gréflenordnung O(1/4/).

Beweis. Die Anzahl der Teiler einer natiirlichen Zahl n ist gleich der Anzahl der Paare
(k,0) € Ny x N mit k¢ = n. Dies lasst sich schreiben als

=> L
kl=n

Daraus folgt

ZT(n) = Zl = Zakbg

n<r kl<x kl<x
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5. Aquivalenzen zum Primzahlsatz

mit ap = b, = 1 fiir alle k, ¢ > 1. Mit den Bezeichnungen von Satz 5.7 ist dann

Ax) = B(x) = |
und es folgt mit u = v = /x
T S S 1 2 [ M )
n<z k<VE (<VE <y
Nun folgt unter Benutzung der Formel . 1/n =logz + v+ O(1/x)
Slil- Sivou
<y <y
= z(log vz +7+ O(1/Vx)) + O(Vx)
= g(logx +27) + O(Vx).

Setzt man dies in (1) ein, ergibt sich die Behauptung.

5.9. Satz. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

i)  Y) e~
(i)  M(z) =) nln)=olx),
(ii) pn) _

Dies bedeutet, dass es zum Beweis des Primzahlsatzes geniigt zu zeigen, dass
[e.e]
Z p(n) _
n
n=1

Beweis. Wir beginnen mit dem einfacheren Teil und zeigen zunéchst die Implikationen
(iii) = (i) = (i).

(iii) = (ii). Mit Abelscher partieller Summation erhélt man

M(x):Z'uEl) x—/m

n<e

Nach (iii) ist m(x) = o(1), also m(x)xz = o(x); ebenso

2) /m (2).
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Letzteres sieht man z.B. so: Sei € > 0 vorgegeben. Dann existert ein x5 > 1, so dass
|m(z)| < e fiir alle x > x, also

‘/j m(u)du‘ < )/lwo m(u)du) + |z — x| €

woraus folgt

)/lxm(u)du) <e

) 1
lim sup —
r—o00 L

Da e > 0 beliebig war, folgt (2) und damit M (z) = o(z).

(ii) = (i). Wir betrachten die folgende Dirichletreihe

(e}

F(s) == =((s) = ¢(8)* + 29((s) = s

n=1

Qn

wobei v die Euler-Mascheronische Konstante ist. Es gilt
a, =logn — 7(n) + 27.
Nach Satz 5.8 ist
A(zx) == Z an, = Z logn — ZT(TL) + 27|z
(3) = ;?lzogx _n1<)u’v+ O(log ;?x_ z(logz + 27— 1) + O(vx) + 2yz + O(1)
~ O(Va).

AuBlerdem betrachten wir die Funktion

G(s) == F(s)ﬁ :—g((j)) —((s) + 2y =: %

n=1

Es gilt ¢ = a * p und
cn = A(n) — 14+ 2961,
also fir z > 1

Clz) =Y cu=(x) — |z] + 2y = ¢(z) — 2+ O(1).

n<x

Die Behauptung (i) ist also dquivalent zu C(x) = o(x). Es ist

Cla) = Y (as p)n) = 3 ar(0).

n<r kl<x
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5. Aquivalenzen zum Primzahlsatz

Unter Anwendung des Hyperbel-Tricks (Satz 5.7) erhalten wir fir 1 <y <z

4)  Cla) = ZakM(%) + Y M(ﬁ)A(%) - A(y)M(f).

Yy
<z/y

Nach (3) ist A(z) = O(v/2), d.h. |A(2)| < K/z fiir alle z > 1 mit einer Konstanten
K > 0. Damit schatzen wir den 2. Summanden ab:

OGRS o N -

Zu vorgegebenem ¢ > 0 kann man daher y so grof§ wihlen, dass

‘ Z u(f)A(%)) <ex firallexz >y.

<z /y

Nun wenden wir die Voraussetzung M (z) = o(z) auf den 1. und 3. Summanden der
Formel (4) an und lassen (bei festgehaltenem y) die Variable x gegen oo gehen. Man
erhélt

lim sup M <e

z—00 X
Da € > 0 beliebig war, folgt daraus C'(z) = o(x), g.e.d.
Fiir unseren spéteren Beweis des Primzahlsatzes reicht bisher bewiesene Implikation
m(z) =o(l) = P(x)~a

aus, der Rest dieses Paragraphen kann deshalb iibersprungen werden. Es ist jedoch
interessant, auch den Beweis der Umkehrung kennen zu lernen.

Wir fithren als Zwischenschritt die weitere Aussage

(ii)’ H(z) := Z,u(n) logn = o(xlogx).

n<e
ein und beweisen (i) = (i)’ < (ii) = (iii).

(i) = (ii)". Wir gehen aus von der Identitit

() - (5o

woraus die folgende Identitdt zwischen arithmetischen Funktionen folgt

—plog = (A — 1) % pu+ .
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Daraus ergibt sich durch Summation aller Koeffizienten mit Index < x

=~ 3" um)logn =37 (A(k) ~ V() + 1.

n<x kl<Lz

Wir setzen g(z) := ¢(x) — |z]. Nach Voraussetzung (i) gilt g(x) = o(z). Die obige
Gleichung liefert mit dem Hyperbel-Trick fiir 1 <y < x

—H(z) =1+ Z DM (Z)+ Y u0e(F) - g(y)MG)-

Sei e > 0 vorgegeben und y so grof§ gewihlt, dass |g(2)| < ez fiir alle z > y. Dann ldsst
sich die zweite Summe wie folgt abschétzen:

‘Zu <—)‘ 5ng z(logx + 1).
<z /y <a/y

Da trivialerweise |M (z)| < z, folgt daraus

H
hmsup‘ (=)l <e
s—oo Tlogx

Da e > 0 beliebig klein sein kann, heiit das H(x) = o(xlog x), q.e.d.

(i)’ < (ii). Wir wenden auf H(z) = ), ., pu(n)logn die Abelsche partielle Summation
an und erhalten

H(z) = M(x)logx — /196 MT(t)dt = M(z)logz + O(x).

Dies zeigt die Aquivalenz von M(x) = o(z) und H(z) = o(zlog ).

(ii) = (iii). Sei z > 1 eine reelle Zahl, L eine positive ganze Zahl und z := Lz. Wir
gehen aus von der Formel }°,  u(d) = d1,. Summation iiber alle n < z ergibt

1=> p(k)-1

ke<z

Mit dem Hyperbel-Trick zur Zerlegung z = xL erhdlt man
z z z
L= 3 uth ] + S (5) - )|
Suw)|F]+ S w(5) - w2
k<z (<L

Multipliziert man die Gleichung mit —1 und addiert auf beiden Seiten ), . u(k)z/k,
ergibt sich

(5) ZZ@:HZM(/{)(%—EJ) —%M(%) + M(z)L.

k<z k<z
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5. Aquivalenzen zum Primzahlsatz

Wir miissen nun die rechte Seite von (5) nach oben abschitzen. Trivialerweise ist

soE-2) <

< .
k<z

(6)

Um die restlichen zwei Terme abzuschétzen, setzen wir

o MOL

y> Yy

e(x) =

Die Funktion e(z) ist monoton fallend und nach Voraussetzung (ii) gilt e(z) — 0 fur
x — 00. Damit erhdlt man, da z/¢ > x,

> M(G)| <

I<L

(7)

Zg )z(log L + 1)

(8) |M(z)L| < e(z)xL = e(x)z.

Setzt man (6), (7), (8) in (5) ein und dividiert durch z, so kommt
Z p(k
k:
k<z

Sei nun ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Wir wihlen L > 4/4. Anschliefend kénnen wir z
so grof} wihlen, dass

9) —L+i+e( )(log L + 2).

J

<.
(@) 2(log L + 2)

Dann folgt aus (9)
|m(z)] <o fur alle z > .

Da § > 0 beliebig klein war, ist damit die Behauptung m(z) = o(1) bewiesen.
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