O. Forster: Analytische Zahlentheorie

2. Primzeta-Funktion. Summe der reziproken Primzahlen

2.1. Definition. Die Primzeta-Funktion ist fiir Re(s) > 1 definiert durch
1
P(s) := Z —.
> P

Dabei wird iiber alle Primzahlen p summiert.

Da die Reihe eine Teilreihe der Zeta-Reihe ist, konvergiert sie in jeder abgeschlossenen
Halbebene Re(s) > 1+ 4, 6 > 0, gleichméBig, stellt also eine in der Halbebene

H(1) ={s e C:Re(s) > 1}
holomorphe Funktion dar.

2.2. Satz (Zusammenhang zwischen Zeta- und Primzeta-Funktion).
Fiir alle s € C mit Re(s) > 1 gilt

1
log((s) = P(s) + F(s) mit F(s)=>_ P (ks).
k>2
Die Funktion F ist in der Halbebene Re(s) > 1 beschrankt.

Bemerkung. Da die Zetafunktion in der einfach zusammenhéngenden Halbebene H (1) =
{Re(s) > 1} holomorph und ungleich 0 ist, existiert dort ein holomorpher Zweig des
Logarithmus von ¢. Wir wéhlen den Zweig, der auf dem Intervall ]1,00[ C R C C (auf
dem die Zetafunktion reell und positiv ist) reelle Werte annimmt.

Beweis. Logarithmieren des Euler-Produkts ergibt

B 1
log((s) = p%%log(l _p_s)

Unter Benutzung der Reihen-Entwicklung des Logarithmus

oo n

1
log< )ZZ% fiir alle z € C mit |2| < 1

n=

erhalten wir weiter

=1 - 1
lOgC(S) - Z k ks = ZZ kpks

peP k=1 k=1 peP
Lo i b g 3 L
— N — _— = S - S
ps k pks k
peP k=2 peP k=2
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Um die Beschranktheit von

F(s)=)

in der Halbebene {Re(s) > 1} zu beweisen, benutzen wir die Abschétzung

P(ks)

| =

o0

|P(ks)| < P(ko) < P(k) = Z% <Y :

k
peP n
(" dx > dx 1
< & ar_ 2
;/n_lxk /1 k-1

und erhalten fiir alle s € H(1)

[e.e]

1
k=2

2.3. Corollar. Fiir o \, 1 hat man die asymptotische Gleichheit

P(o) ~log((o) ~ log(L)

o—1
Insbesondere folgt
1
Sl
peP p

Dies ist der Eulersche Beweis dafiir, dass es unendlich viele Primzahlen gibt. Die Tatsa-
che Zp 1/p = oo sagt aber noch etwas mehr: Z.B. bedeutet sie, dass in einem gewissem
Sinn die Primzahlen hiufiger sind als die Quadratzahlen, denn > >° 1/n? < oco. In

diesem Zusammenhang sei auf ein noch ungelostes Problem hingewiesen:

Gibt es zwischen zwei auf einander folgenden Quadratzahlen
n? und (n + 1)? stets eine Primzahl?

Obwohl alle numerische Evidenz dafiir spricht, scheint es sehr schwer zu sein, dies zu

beweisen.

Wir wollen nun genauer untersuchen, wie schnell
daran erinnert, dass

P<T

1
Z—Nlogx fiir x — oo.
n

n<r

2.2

1/p gegen oo strebt. Es sei
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Wir werden zeigen, dass

1
Z— ~ loglogx fiir x — oo.

p<T

Dazu brauchen wir einige Vorbereitungen.

2.4. Satz (Legendre). Fiir die Primfaktor-Zerlequng der Fakultdt gilt

n! = Hp’""(”) mit  rp(n) = Z {%J

p<T k>1 p

Bemerkung. Die Summe ist natiirlich endlich, denn |[n/p*] = 0 fiir p* > n.

Beweis. Die Anzahl der Zahlen aus {1,2,...,n}, die durch p teibar sind, ist gleich
|n/p|. Davon sind |n/p?| sogar durch p? teilbar, [n/p®| durch p?, usw. Daraus folgt
die Behauptung.

2.5. Lemma. Fiir alle natiirlichen Zahlen N gilt

Hp<4N.

p<N

Beweis. Wir betrachten fiir n > 2 den Binomialkoeffizienten

(271—1) _ 2n—1)2n—-2)-...-(n+1)

n—1 (n—1)!

Fiir jede Primzahl p mit n +1 < p < 2n—1 gilt p | (2:__11), da p den Zahler teilt, aber
nicht den Nenner. Also folgt

1] »< <2:—_11>‘

n<p<2n

Da (2:__11) = (2";1) beide in der Binomialformel fiir

2n—1

2n — 1
1 1 2n—1 — < ) — 22n—l
T G
k=0
vorkommen, gilt (*"7") < 22772, also folgt
n<p<2n
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Wir beweisen jetzt die Behauptung des Lemmas

:Hp<4N

p<N

durch vollstéandige Induktion nach N. Die Behauptung ist klar fiir N < 2. Sei also jetzt
N > 2 und die Behauptung schon bewiesen fiir alle N’ < N. Der Fall N gerade ist
trivial, da dann G(N) = G(N — 1). Sei nun N = 2n — 1 ungerade. Nach Induktions-
Voraussetzung ist P(n) < 4™. Daraus folgt

G(2n—1)=G(n) H p < 4m4nTt =421 qed.

n<p<2n—1

2.6. Corollar. Fiir alle x > 1 gilt

= Zlogp < xlog4,

pP<ZT

insbesondere ¥(z) = O(x).
Bemerkung. Es ist log4 = 1.386294 . . ..

2.7. Satz. Firxz — oo gilt

Z logp _ logz + O(1).

P<T

Beweis. Da [logzdr = z(logz — 1), gilt

(1) Zlognleogﬂj—i—O(z).

n<r

Andrerseits folgt aus dem Satz 2.4 von Legendre

(2) Zlogn—ZZ{ Jlogp Z{ Jlogp%—ZZ{ Jlogp

n<e p<x k>1 P p<x k>2

Fiir die erste Summe auf der rechten Seite gilt wegen Corollar 2.6

(3) Z L%J logp = xz loip + O(z).

p<z p<z

Fiir die zweite Summe auf der rechten Seite von (2) gilt

(4) 0<ZZL | 10gp < xzzlogp 03B o),

p<a k>2 P k>2 p p(p = 1)

2.4



O. Forster: Analytische Zahlentheorie

1
da Z 81— 5. Setzt man (3) und (4) in (2) ein und kiirzt durch z, erhdlt man
n

ps (n—1)
— Z logn = Z gp
n<z p<x

Zusammen mit (1) folgt die Behauptung.

2.8. Satz. FEs gibt eine Konstante 3 € R, so dass

Z% = loglogas+ﬁ+0<@).

p<z

Bemerkung. Man kann zeigen, dass

Br=n- Z{ <1—1/p>_;%}

Die unendliche Reihe konvergiert, da

O<log<1—1/p)_;_gzik;L ;%'

Es gilt 6 =0.261497 .. ..

Beweis. Nach (a) ist

3 logp logz +r(z) mit r(z)=0(1).

P<T

d/ 1 -1
Wegen —( ) = 5— erhalten wir daraus mit Abelscher partieller Summation
dt \logt tlog“t

Z_ :Zlogp 1

op =p log p

log x + r(x) Todt T or(t)dt
log x 5 tlogt o tlog™t

= 1+O< )+loglogx—loglog2~|—/
lg 2 t

Die Funktion 1/tlog?t ist iiber das unendliche Intervall [2, 0o] integrierbar, also konnen
wir schreiben

/w r(t)dt /°° r(t)dt _/°° r(t)dt
o tlog?t  Jy tlog’t . tlog?t

2.5




2. Primzeta-Funktion. Summe der reziproken Primzahlen

> r(t)dt /°° dt /°° r(t)dt 1
— +0 ——— ) = +0(——).
/2 tlog”t ( z tlogzt) o tlog’t <logx)

Setzen wir dies oben ein, erhalten wir insgesamt

1 1
Z—:loglogx+ﬁ+0<l )
el ogx

mit (1)t
,

=1—logl 2+/ .

& 0808 o tlog?t

Damit ist Satz 2.8 bewiesen.

Bemerkung. Die Funktion x +— loglogx wichst sehr langsam. Z.B. ist

loglog 1000 ~ 1.932. ..,
loglog 10 ~2.625...,
loglog10*° ~ 3.136.. .,
log log 101 ~ 5.439.. . ..
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