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Elliptische Funktionen und Elliptische Kurven

Losung der Klausuraufgaben

Aufgabe 1

Sei A :=Z + Zi C C das Quadrat-Gitter. Fiir die WeierstraBBsche p-Funktion pp : C — Py
zum Gitter A zeige man

oa(iz) = —pa(z) fir alle z € C.

Losung

Die Abbildung z — iz bildet das Gitter A = Z + Zi bijektiv auf sich selbst ab. Deshalb ist
die Funktion f(z) := pa(iz) eine bzgl. A doppelt-periodische meromorphe Funktion mit
Polen 2. Ordnung in den Gitterpunkten und holomorph in C ~. A. Wir untersuchen die
Laurent-Entwicklung von g4 (iz) um den Nullpunkt. Die Laurent-Entwicklung von @, (z)
hat bekanntlich die Gestalt

or(2) = 5 +0(),

wobei O(z?) fiir eine Taylorreihe steht, die nur Glieder der Ordnung 2 oder hoher enthélt.
Daraus folgt

oaliz) = ;—21 +O0(2?).

Wir betrachten nun die Funktion F'(2) := pa(z) + pa(iz). Dies ist eine doppelt-periodische
Funktion, die iiberall holomrph ist, da sich fiir die Laurent-Reihe von F(z) im Nullpunkt
ergibt

die Polstellen bei 0 und wegen der Doppel-Periodizitdt auch in allen anderen Gitterpunkten
heben sich also auf. Da nach dem Satz von Liouville eine doppelt-periodische holomorphe
Funktion konstant ist, ist F'(z) konstant; wegen F'(0) = 0 ist F(z) = 0 fur alle z € C, d.h.

oa(iz) = —pa(2), q.e.d.

Eine andere Losungs-Moglichkeit macht Gebrauch von der genaueren Gestalt der p-Funktion

m(Z)Zz—lﬁ > (ﬁ—é)



Durchléauft w alle Elemente von A\ 0, so durchlduft auch iw alle Elemente von A\ 0, daher
gilt

on(z) = %+ 3 ((Z _1iw)2 _ (@-iv)’

0#weA

woraus folgt

oriz) = —— + (- S (Z.i)Q)

was zu zeigen war.

Aufgabe 2

Sei C' C Py(C) die algebraische Kurve, deren afffiner Teil durch die Gleichung
Co : Y =X"—1

gegeben wird.

a) Man berechne den Schnitt von C' mit der unendlich fernen Geraden.

b) Man bestimme alle singuldren Punkte von C.

Losung

a) Die Homogenisierung der affinen Kurvengleichung Y2 — X4 + 1 = 0 lautet
F(xo,71,79) = v308 — a1 + 25 = 0.

Der Schnitt mit der unendlich-fernen Geraden g, = {xo = 0} ergibt
r1=0, also z; =0.

Der Wert der Koordinate x5 ist beliebig (# 0). Da es aber auf einen gemeinsamen Faktor
# 0 nicht ankommt, diirfen wir x5 = 1 setzen. Der Schnitt der Kurve C' mit g, besteht
also aus einem einzigen Punkt

S:=(0:0:1).
b) Die singuldren Punkte von C' sind die gemeinsamen Nullstellen von F' und den Ablei-
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i) Betrachten wir zunéchst die endlichen Punkte in Py(C) \ ¢oo. Hier darf xy = 1 gesetzt
OF

F
werden. Die Gleichungen 8— = (0 und — = 0 liefern

8ZE1 8:702

z;=0 und x,=0.

Der Punkt (zg : 21 : 3) = (1 : 0: 0) liegt aber nicht auf der Kurve, da £'(1,0,0) = 1. Also
gibt es im Affinen keinen singuléren Punkt.

ii) Setzt man die Koordinaten des unendlich fernen Punktes S = (0: 0: 1) € C in die
Ableitungen (x) ein, erhélt man

oF OF OF
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Daher ist S der einzige singulére Punkt der Kurve C.
Aufgabe 3

Sei A das Gitter A :=Z + Z - 2i. Weiter seien folgende Punkte gegeben:
Q:=0, Q=3+1i, P :=3i+i

Man beweise: Es gibt eine bzgl. A doppelt-periodische meromorphe Funktion f : C — Py,
die modulo A genau in den Punkten )1 und ); Pole erster Ordnung hat und in P; sowie
einem weiteren Punkt P, Nullstellen erster Ordnung.

Man berechne den Punkt P,. Ist er (modulo A) eindeutig bestimmt?

Losung

Dass es noch einen weiteren Punkt mit einer Nullstelle erster Ordnung geben muss, folgt
daraus, dass eine A-doppelt-periodische meromorphe Funktion modulo A ebenso viele Null-
stellen wie Pole besitzt (gerechnet mit Vielfachheiten). Der Divisor der gesuchten Funktion
f lautet

D = [P] + [P] — [Q1] — [Q2]-

Damit eine Funktion mit diesem Divisor existiert, ist notwendig und hinreichend, dass
sum(D) = 0 mod A, d.h.

(3+i)+P—0—(2+4)=0mod A.
Dies ist gleichbedeutend mit
Py=(3+14) — (5 +1i) =% modA.

Also hat die Funktion f in P, = é ihre zweite Nullstelle erster Ordnung. Die Herleitung
zeigt, dass P, modulo A eindeutig bestimmt ist.



Aufgabe 4

Welche der folgenden Gitter besitzen komplexe Multiplikation?

AN =Z (1449 + Z-(2+1),
Ay =Z-(14+iV2) + Z-(2+iV2),
Ay =7 -(14+V2) + Z-i.

Die Antwort ist zu begriinden.

Losung

1) Das Gitter A; ist dquivalent zu A} = Z + 7 mit

2+
144

T =12+4+0)(1 -1 =11+30).

Da Q(71) = Q(7) ein imagindr-quadratischer Zahlkorper ist, besitzt A}, also auch A; kom-
plexe Multiplikation.
2) Das Gitter Ay ist dquivalent zu A} = Z + Zr, mit
241v2 , , .
Ty = .\/—:%(2—1-2\/5)(1—2\/5):%(4—2\/5).
1+iv2

Da Q(73) = Q(iv/2) ein imaginir-quadratischer Zahlkorper ist, besitzt Aj, also auch A,
komplexe Multiplikation.

3) Das Gitter Aj ist dquivalent zu A; = Z + Zrs mit
1
T3 = = —i(1—V2) = —i+iV2.
’ 1+ \/§ ( )

Behauptung. Der Kérper K := Q(73) = Q(—i + iv/2) ist kein quadratischer Zahlkorper.

Zum Beweis dafiir zeigen wir, dass 73 keiner quadratischen Gleichung mit rationalen Koef-
fizienten geniigt. Es gilt

72 = (—i)2(1 = V2 = —(1 - 2V2+2) = =3+ 2V/2.

Angenommen, es gibe cg,c; € Q mit
0="72+ 173+ co = =34+ 2vV2 —icy (1 — V2) + co.

Dann miisste insbesondere der Realteil der rechten Seite gleich 0 sein, d.h.
“34+2V2+c=0 & V2=1(3-c).

Da ¢y € Q, hieBe das, dass v/2 rational ist, Widerspruch!

Also ist Q(73) kein imaginér-quadratischer Zahlkorper, daher besitzt Az keine komplexe
Multiplikation.




