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Aufgabe 25
= n > bn
Es seien f(s) = E & nd g(s) = E — zwel Dirichletreihen.
n’ n’
n=1 n=1

Fiir s = sg seien beide Reihen konvergent, die Reihe f(sq) sogar absolut. Man zeige, dass
die Produktreihe f(s)g(s) im Punkt s = s¢ konvergiert.
Losung

O.B.d.A. diirfen wir annehmen, dass g(sg) = 0 (falls dies noch nicht der Fall ist, geniigt
es, den Koeffizien b; geeignet abzuédndern). .
Weiter diirfen wir annehmen, dass sy = 0 ist (sonst betrachte man f(s) := f(so + s) und

9(s) := g(s0+5)).
Wir setzen also voraus, dass die Reihe >  a, absolut konvergiert, und dass die Reihe
Y oo bn gegen 0 konvergiert (nicht notwendig absolut). Sei

Cp = Cbkbg.

Es ist zu zeigen, dass die Reihe Y 7 | ¢, gegen 0 konvergiert. Wir setzen

(1) > lan| = A€ R,
n=1
Da die Reihe ) b, gegen 0 konvergiert, gibt es eine Konstante B > 0, so dass

(2) > bn

n<e

< B fir alle z > 0.

Sei ¢ > 0 vorgegeben und ¢’ := AJr% Wegen der Konvergenz von > |a,| gibt es ein
xo € Ry, so dass

(3) Z la,| <& fiir alle z > .
n>x
Nach evtl. Vergroflerung von xy haben wir auflerdem

@ [

n<x

< e fiir alle z > x.




Behauptung.

0 [Xe

n<x

<e firallex > x = ;1:(2).

Beweis hierfiir.

ch:Zakbg: ZakZbg+ZakZbg.

n<e ki<a k<yz  t<z/k k>vz <z /k

J/ J/

:VS 1 :VS 2

Wir schéitzen nun die Summen S; und S; einzeln ab.

i< Y Janl | D

K<V (< /k

< Z lag| - € [wegen (4), da z/k > V& > /11 = 1)
I

< Z lag| - &' = A" [wegen (1)].
k=1

S0 < Y lanl - | Y ]

k>/Z (< /k

< Z lax| - B < Be' [wegen (2) und (3)]
k>

Insgesamt erhilt man fiir x > 2

)ZCn

n<x

<ISi] +1S:] < (A+ B) =e.

Damit ist (%) bewiesen. Daraus folgt die Behauptung der Aufgabe 25.

Aufgabe 26

Sei m > 2 eine natiirliche Zahl. Ein Dirichlet-Charakter modulo m ist eine Abbildung
X : Z — C mit folgenden Eigenschaften:

(i)
(i)
(i) x(k€) = x(k)x(¢) fir alle k, ¢ € Z.

Die Dirichletsche L-Reihe zum Charakter y ist definiert als

L(s,x) == Z X(n)

nS

x(n1) = x(ng), falls ny = ny mod m.

x(n) # 0 genau dann, wenn ged(n, m) = 1.

n=1

Man beweise:



a) Die Reihe konvergiert fiir Re(s) > 1 absolut, stellt also eine in der Halbebene
H(1) :={s € C: Re(s) > 1} holomorphe Funktion dar.

b) Der Hauptcharakter xo, modulo m ist definiert durch xg,,(n) = 1 fur alle n mit
ged(n,m) = 1. Es gilt

Lsoxon) = [T (1) <o)
plm

Das Produkt ist dabei iiber alle Primteiler von m zu erstrecken.

c¢) Fiir jeden vom Hauptcharakter verschiedenen Charakter x konvergiert die Reihe L(s, x)
sogar fiir alle s € C mit Re(s) > 0.

Anleitung. Man beweise dazu Z x(n) =0(1).

n<r

Losung

Vorbemerkung. Die Dirichlet-Charaktere modulo m stehen in umkehrbar eindeutiger Be-
ziehung zu Gruppen-Homomorphismen

X: (Z/m)" — C*.

Da (Z/m)* eine endliche Gruppe der Ordnung ¢ (m) ist, gilt fiir jedes Element £ € (Z/m)*,
dass £€#(™) = 1, also auch y(£)?™ = 1. Insbesondere folgt daraus |y (¢)| = 1.

[ x(n) 1
a) Da )— = —,
folgt die Behauptung aus der entsprechenden Aussage iiber die Zetafunktion.

ged(n,m)=1
. 1
b) Esist  L(s, Xom) = Z —

ne
n>1

ged(n,m)=1

Sei m = plfl -...-pl (p; paarweise verschiedene Primzahlen, k; > 1). Wir beweisen die
Behauptung durch Induktion iiber die Anzahl r der verschiedenen Primfaktoren von m.

Induktionsanfang r = 1. Dann ist m = p* eine Primzahlpotenz. Es gilt

%C(s):i ! —Z%, also

n=1 (pn)s n>1

pln

(1-2)c =3

ns’
p n=>1

pin

Die Bedingung p { n ist aber gleichbedeutend mit ged(p*,n) = 1.
Induktionsschritt (r — 1) — r. Es sei schon bewiesen, dass

r—1

Fealo) = [T (1= )00 = So{ et gty <1},

j=1 n>1



Diese Notation soll bedeuten, dass iiber alle natiirlichen Zahlen n summiert wird, die zu
k1 For_1 , . : )
pit - -p, teilerfremd sind. Jetzt ist

| |
SiEra(s) = >{ ged(pf - i m) = 1}

n>1 (prn)s .

1
= Z{_ sged(pft -+ 7 n) = 1 und p, | ”}
ns

n>1
Daraus folgt

H<1 - é){(s) - (1 . is)Frl(s)

pj pr

1
= Z{n— sged(py' - op)in) = 1}

n>1

= L(s, Xo,m) q.e.d.

1
Bemerkung. Der Vorfaktor ®,,(s) := 1——) = 1 — e *18P) ist eine auf ganz C
P’ &

plm plm

holomorphe Funktion, d.h. die L-Reihe

L(s; Xom) = ®m(s)C(s)

lésst sich ebenso wie die Zetafunktion analytisch in die ganze komplexe Ebene C fortsetzen.
Die Fortsetzung ist holomorph in C\ {1} und hat einen Pol 1. Ordnung an der Stelle s = 1.

¢) Sei x ein vom Hauptcharkter verschiedener Dirichlet-Charakter modulo m. Wir kénnen
X als Homomorphismus y : (Z/m)* — C* interpretieren. Es gibt gibt ein & € (Z/m)* mit
X (&) # 1. Nun ist

Yox©= > x&H=x&) > x©.

£e(Z/m)* £E(Z/m)* £E(Z/m)*
Da x(&) # 1 folgt daraus
> x©=o.
ge(z/m)*
Das bedeutet

km m
Zx(n) = kZX(n) =0 flurallek>0.
n=1 n=1

Fiir ein beliebiges reelles © > 1 sei k := [2/m]. Dann ist 0 < x — km < m, also

Soam)| =] X x| <m.

n<x km<n<z



Dies beweist >, ., x(n) = O(1). Daraus folgt aus einem Satz der Vorlesung, dass die Reihe

L(s,x) = XT(;L)

fiir Re(s) > 0 konvergiert und dort holomrph ist.

Aufgabe 27 (Fortsetzung von Aufgabe 26)
Fiir einen beliebigen Dirichlet-Charakter x modulo m gilt fiir Re(s) > 1

) 1 i p(n)x(n)

L(Sv X) 1 ns
L'(s, x) — A)x(n)
b) == —
L(s, x) ~  n
o B . )
c) log L(s, x) = Z M’ wobei  A;(n) = { 1/k, fallsn=p" pprim, k> 1
n=1 e 0 sonst
x(p . . , ,
d) log L(s, x) Z ), wobei F(s) in {Re(s) > 5} holomorph ist.
Losung

a) Es geniigt zu zeigen, dass das Dirichlet-Produkt der Reihen

iu(nr)g(n) und L(s.x) = — x(n)

ns
n=1

gleich der Konstanten 1 ist. Dies sieht man so:

S (XD = x(n) D wlk) = x(morn = { ) "7

Bemerkung. Da die Reihe von 1/L(s, x) fiir Re(s) > 1 konvergiert, folgt, dass L(s, x) # 0
fiir Re(s) >

n)l
b) Da L'(s,x) = Z x(n og , ergibt sich die Behauptung durch Berechnung des

n>1

Dirichlet-Produkts der Reihen

ZX logn o i#(nr)?(n)

n>1

unter Benutzung der Tatsache, dass Z log(k)u(f) = A(n). Dies wiederum folgt mit dem
kl=n
Mébiusschen Umkehrsatz aus Z A(d) = logn.
dln



c) Wir setzen f(s) := Z M Damit ist

n=>1

P = - log(n)A;S(n)x(n) B A(n)x(n) _ L'(s, x) %bgL

Da also die Ableitung von f(s) — log L(s, x) verschwindet, gilt
f(s) =log L(s, x) + const.

Die Konstante muss aber gleich 0 sein, wie man durch Grenzwert-Betrachtung fiir Re(s) —
oo erkennt.

d) Aus der Definition von A;(n) ergibt sich

log L(s, x) = ZAl ZX

n=1 k=2

Es muss also nur noch gezeigt werden, dass der Reihenrest F'(s) fiir Re(s) > 3 holomorph
ist. Dazu zeigen wir, dass die Reihe fiir Re(s) > % sogar absolut konvergiert.

> ]_ k 1 20
ZEZ’X;Z) Z 20221%—:70 —<20_1-C(20).
k=2 P D

p20'
Da 20 = 2Re(s) > 1, folgt die Behauptung.

Aufgabe 28 (Fortsetzung von Aufgabe 27)
Sei speziell m = 4. Man beweise:

a) Es gibt genau einen vom Hauptcharakter verschiedenen Charakter x. Fiir diesen gilt

0, falls n gerade,
x(n) = { +1, fallsn =1mod 4,
—1, falls n =3 mod 4.
T
b L(1,x) = —.
c) x(p) =0(1) fir x— oc.
DT p
. 1 1
g (¥ /(X )
o p=1 mod 4 p p=3 mod 4 p

Losung

a) Da (Z/4)* = {1,3} eine zyklische Gruppe mit zwei Elementen ist, gibt es genau zwei
Dirichlet-Charaktere modulo 4, also genau einen Charakter, der vom Hauptcharakter ver-
schieden ist. Dieser ist offenbar gleich dem angegebenen Y.
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b) Aufgrund der Definition von y ist

x(n) = (—1)* 1 1 1 m
Ll,y) =Y 22 = ] o=
(1.x) ; n kZ:OQkJrl sty 7t 1

die bekannte Leibnizsche Reihe.

1
d) Wir setzen A(zx) := Z —. Bekanntlich ist lim A(z) = oo.

2<p<a el
Weiter sei
1 1 1 1
B = — = — 4 — ...
1 (z) ,,:;MP R TRET R
1 1 1 1
By(z) = R T
5(7) _;MP stz t
pipéx
- _ . X .
Es ist A(z) = Bi(z) + Bs(z). Mit C(z) := == gilt
P<T

A(x) +C(z) =2Bi(z) und A(x)— C(z) = 2B;(x).
Da nach ¢) gilt C(z) = O(1), folgt
Bi(z) 1 Alx) +C(z) 1

I = 2 fjm 2 T2
oo A(z) | 2abee A(x) 2’
ebenso lim Bs(z)/A(x) = 3. Daraus ergibt sich
. Bi(x)
lim =1, q.ed.
M By (a)

Dies bedeutet, dass es in einem gewissen Sinne asymptotisch gleichviele Primzahlen p =
1 mod 4 wie Primzahlen p = 3 mod 4 gibt.
¢) Wir zeigen hier allgemeiner folgende Aussage:

Satz. Seim > 2 und x : Z — C ein vom Hauptcharakter verschiedener Dirichlet-Charakter
modulo m. Es gelte L(1,x) # 0. Dann konvergiert die unendliche Reihe

x(»)

Bemerkung. Fiir m = 4 ist die Bedingung L(1, x) # 0 nach 28b) erfiillt. Sie gilt sogar in
jedem Fall, wie im Anhang bewiesen wird.

Der Beweis des Satzes erfolgt in mehreren Schritten.

1. Schritt. Wir wissen nach 26¢), dass die Dirichletreihe L(s, x) fiir alle s € C mit Re(s) > 0
konvergiert. Insbesondere konvergiert die Reihe

> @ = L(1,x).



Wir behaupten nun folgende Restglied-Abschétzung:

(1) ZX 1X)+0( )

n<e

Beweis. Sei S(z) = >

Summation folgt nun

) _ S [7S©
Dl T

n<e

x(n). Nach 26¢) ist S(x) = O(1). Mit Abelscher partieller

n<x

Da |S(z)| beschréinkt ist, kann man den Grenziibergang x — oo durchfithren und erhélt

L(1,x) = /100 St(Q)dt

und damit
5~ xin) Ste) _ [ S0
2 =[(1 — 7 — —dt.
n<x n ( ’X) " z T t2 at

Die letzten beiden Terme sind O(1/x), so dass (1) bewiesen ist.

2. Schritt. Hier zeigen wir

(2) ZW =0(1) fiir z — oo.

Beweis. Wir gehen aus von der Gleichung

logn = Z A(k)

k|n

Hieraus ergibt sich

x(n)logn 3 A(R)x (k) x ()

n a k Y
ké=n
und weiter
x(n)logn < A(k)x(k) x(0) x(0)
-y M A - 3 M 37
n<r kiLx k<z <z /k

Fiir die letzte Summe verwenden wir (1) in der Form (wobei u = z/k)
14
> # = L(1,x) + ) st r(u) = O(1).
I<u u
Setzen wir dies oben ein, erhalten wir

n<e k<x k<z



Die Summe auf der linken Seite von (3) ist Partialsumme der fiir Re(s) > 0 konvergenten
Reihe —L/(s, x) an der Stelle s = 1, also beschrankt fiir x — oo. Weil

Y Alk) =(z) = O(x)
k<z
(Tschebyscheffsche Psi-Funktion), ist der letzte Summand der linken Seite von (3) ebenfalls
beschrankt. Es folgt
A(R)x(F)
L1, X _ o).
D

Da L(1,x) # 0, folgt daraus die Behauptung (2).

3. Schritt. Behauptung;:

() Y xplosr 1°gp o(1).

P

Dies folgt aus (2), denn

n lo k1o
Z A( LX( n) Zx(p)p gp+zz X(p)pk &P

=1
Da Z =1 und Zﬂ<oo, ergibt sich
n

k>2 n=2

n<e p<x

also die Behauptung (4).

1
Letzter Schritt. Nach (4) ist die Funktion G(z) := Z x(p)logp beschrénkt. Mit Abelscher
p

P<T
partieller Summation folgt nun

x(p x(p logp G(x) / “G(t)
— BAVRY
Z Z ~logzx + o tlog’t

p<x Pz lOg p

Da f;o “%dt < 00, konvergiert das letzte Integral fiir x — oco. Genauer gilt mit

foo G(t

tlog? t

%% - C+O(lo;x)'

Damit ist der Satz bewiesen.

b.w.



Anhang

Wir zeigen hier in Verallgemeinerung von Aufgabe 28b), dass fiir jeden Dirichlet-Charakter
x modulo m, der vom Hauptcharakter xg ,, verschieden ist,

L(1,x) # 0.

Ein Spezialfall muss dabei gesondert behandelt werden: Falls ein Dirichlet-Charakter y
nur reelle Werte annimmt, gilt x(n) = £1 fir alle zum Modul m teilerfremden n. Daraus
folgt, dass x? = Xo.m- In diesem Fall spricht man von einem reellen oder quadratischen
Dirichlet-Charakter.

Hilfssatz. Sei x ein reeller Dirichlet-Charakter und S(n) := 3 ,, x(d) seine summatori-
sche Funktion. Dann gilt

S(n) =0 fir allen € Ny und S(n) > 1, falls n eine Quadratzahl ist.

Beweis. Die Funktion S ist multiplikativ, d.h. fiir teilerfremde ny,ny € Ny gilt S(ning) =
S(n1)S(ny). Daher geniigt es, die Aussage fiir Primzahlpotenzen n = p* zu beweisen. Wir
unterscheiden drei Félle.

i)  x(p) = 0. Dann ist

SE)=> x(p)=140+0+...=1.

v=0

ii)  x(p) = 1. Dann ist

ii)  x(p) = —1. Dann ist

k
E\ v_1_ B |1, falls k gerade,
S(p)—ZX(p) =1-1+1 +"'_{O, falls k ungerade.

v=0

Daraus folgt die Behauptung.

Satz 1. Sei x : Z — R ein vom Hauptcharakter verschiedener reeller Dirichlet-Charakter
modulo m. Dann gilt

L(1,x) #0.

Beweis. Angenommen, es gelte L(s,x) = 0. Dann ist

F(s) = ¢(s)L(s, x)

holomorph in der ganzen Halbebene {Re(s) > 0}, da an der Stelle s = 1 der Pol von ((s)
von der Nullstelle von L(s, y) aufgehoben wird.
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Es gilt F(s) = Z —Z mit ¢, = Z 1-x(¢). Nach dem Hilfssatz ist

n>1 kl=n

¢, = 0 fir alle n € Ny,
=

¢, = 1, falls n eine Quadratzahl ist.

Da alle Koeffizienten reell und nicht-negativ sind, konvergiert nach dem Satz von Landau
die Dirichlet-Reihe F'(s) in der Halbebene {Re(s) > 0}, da F'(s) dort holomorph ist. Es ist
aber

1 :
F(%) E n1/2 Z E 1/2 E L =% Widerspruch!
n>1 k>1 k>1

Also ist die Annahme L(s, x) = 0 falsch und Satz 1 bewiesen.

Satz 2. Sei x : Z — C ein nicht-reeller Dirichlet-Charakter modulo m. Dann gilt
L(1,x) # 0.

Beweis. Da der Dirichlet-Charakter y nicht reell ist, ist x? nicht der Hauptcharakter. Die
Funktionen L(s, ) und L(s, x?) sind daher in der Halbebene {Re(s) > 0} holomorph.

Annahme. L(1, x) = 0. Dann ist die Funktion

F(s) := L(s, Xo,m)gL(s, X)*L(s,x?)

in der Halbebene {Re(s) > 0} holomorph und es gilt F(1) = 0, da fiir s = 1 der Pol
3. Ordnung von L(s, xo.m)® von der Nullstelle mindestens 4. Ordnung von L(s, x)* kom-
pensiert wird. Fiir Re(s) > 1 kann man nach Aufgabe 27c) die Funktion log F'(s) in eine
Dirichletreihe entwickeln:

oz () = 3 2 3y, ) () + (),

n>1

Fiir ged(n,m) = 1 ist xo,,(n) = 1 und x(n) = " mit einem «,, € R, also x(n)* = e**n.
Fiir reelles o > 1 folgt nun

Ayi(n)

nO’

(3 + 4 cos(av,) + cos(2ay,)).

log | F(o)] = Re(log F(0)) = 5

ged(n,m)=1

Da 3 4 4 cos(a) 4 cos(2a) > 0 fiir alle o € R, folgt
log |F(o)] 20, also |F(o)|>1 fiir alle o > 1.

Dies steht aber im Widerspruch dazu, dass li\Hi F(o) = F(1) = 0. Also ist die Annahme

falsch und Satz 2 bewiesen.
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