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Aufgabe 9
Man beweise:
Fiir alle s € C mit Re(s) > 0 und s # 1 und alle 2 > 1 gilt
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Loésung

Mit Abelscher partieller Summation erhalten wir fiir Re(s) > 1 unter Verwendung der

Abkiirzung {z} =z — |z|
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Léasst man x gegen oo gehen, erhélt man daraus

s [P,

((s) =

und, indem man beide Gleichungen von einander abzieht,

1 1 1 {z} > {u}
<(s) —n’ + s—1 x5! + s s L ustt v

=: R(s,x)

Da das Integral sogar fiir Re(s) > 0 absolut konvergiert, gilt die obige Darstellung von ((s)
in der ganzen Halbebene Re(s) > 0, (s # 1).



Um das Restglied
R(s,x) := fo} 3/ {u}
xs .
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abzuschitzen, bemerken wir, dass |{m—xs}| <z
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Daraus folgt die Behauptung.

Aufgabe 10

Man beweise die folgenden Abschéatzungen:

1) |C(c+it)] < (o) firalleoc>1undteR,
ii) IC(1+1it)] = O(log|t]) fur |t| — oo,
iii) |C(o +it)] = O(jt]'™) fir 0 <o <1 und |t| — oco.

Losung von ii)
Wegen ((1 — it) = (1 + it) braucht man nur den Fall ¢ > 0 zu betrachten.
Speziell fiir s =14 1t, t > 0, ergibt die Formel von Aufgabe 9

1
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Setzt man x := t, folgt

1
IC(1+1it)] < Z " +O0(1) = O(logt) fiirt — oo, q.e.d.

n<t

L6sung von iii)
O.B.d.A. sei t =Im(s) > 1. Da | 2| < 1 fiir ¢ > 1 folgt aus Aufgabe 9
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Wir wihlen wieder x = t. Es ergibt sich
|§(s)\<zi+t”+<2+ ) !
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Wegen Z — = —|— O(1) folgt die Behauptung.




Aufgabe 12

a) Man beweise folgende Approximation fiir die Euler-Mascheronische Konstante ~:
Fir allen > 1 und r > 1 gilt

r—1
1 1 By, By 1
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mit 0 <6 < 1.

b) Man gebe geeignete Werte von n und r an, um damit v auf 1000 Dezimalstellen genau
zu berechnen.

By 1
c) Man zeige: Fiir festes n gilt lim <| or . ) =00
r—oo\ 2r n2r

Losung

Wir wenden die Euler-MacLaurinsche Summationsformel

Z F) = 3+ F) + [ e+ 3 G2 ) - £ )

auf die Funktion f : [1,00] — R, f(x) := 1/z, an. Da
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erhalt man

(1) Z - 2( ) +logn + Z 2J (% — 1) — /1" ézr(x)ﬁdx

Bringt man hier logn auf die linke Selte und lisst n — oo gehen, so ergibt sich wegen

Y= lim S, 1/k — log(n)
1 By [*5 1
2 y=s5+> T2L- Bor (1) 5 da
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Die Differenz der Gleichungen (2) - (1) liefert nun
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(3) v = ( E — logn) —_ + Z 2j] 77,2] —/r; BQr<x>de

Wir miissen nun das Integral
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abschitzen. Wegen |Bs, (z)| < |Bay| fiir alle z folgt
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also
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R=6".
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mit |0 <1
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Fasst man dies mit dem letzten Summanden der Summe Z aus der Formel (3) zusammen,
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mit 6 =1 —6¢'. Aus || < 1 folgt 0 < # < 2. Um die in der Aufgabe behauptete schérfere
Abschitzung 0 < 0 < 1 zu erhalten, braucht man 6’ > 0. Dies folgt aus dem anschliefiend
bewiesenen Satz A.

b) Aus der Formel

G(2r) = (-1 gk B

folgt

~2(2n)! .
Bl = T2,

Da ((2r) ~ 1 fiir r — oo und wegen der Stirlingschen Formel
2 2r
(2r)! ~ V27 - QT(—T)
e
hat man bis auf einen kleinen prozentualen Fehler

| B 1 N\/Q?T-QT( 2r )27" i 7T< r )2?“

2r n2r r 27 -e-n T-e-n

r

)[R <

Will man ~ auf 1000 Dezimalstellen genau berechnen, so kann man z.B. r = 200 und
n = 213 = 8192 wihlen, denn damit ergibt die obige Abschitzung

|R| = |Raus 00| < 10715

Es is glinstig, n = 2¥ als Zweierpotenz zu wéhlen, denn dann ist logn = rlog2 und fiir
log 2 hat man die schnell konvergente Reihe

log 2 2(1+ Ly Ly )
O = — R I
& 373.33 5.3 7.3

c¢) Aus (5) folgt fiir festes n

I (|Bgr| 1 ) B
im . = 00,
r—00 or n2r

da r?"=1/2 fiir r — oo schneller gegen unendlich wichst als ¢ fiir jede Konstante ¢ > 0.




Satz A. Sei B :[0,1] — R eine stetige Funktion mit folgenden Eigenschaften:
(i)  B(x) = B(1—x) fiir alle x € [0,1].
(ii)  B(z) ist im Intervall [0, ] monoton fallend (und daher in [%, 1] monoton steigend).

(iii) /0 1 B(x)dx = 0. )

Dann gilt fir jede positive, monoton fallende konvere Funktion f :[0,1] — R
1
/ B(z)f(x)dz > 0.
0
Beweis. Wegen der Symmetrie-Eigenschaft von B ist

1 1 1/2
/0 B(2)f(x)dr = / B(x)f(1 - z)dz = / B(x) (f(x) + f(1 — ) da.

Die Funktion g(z) := f(z) + f(1 — z) ist im Intervall [0, 3] monoton fallend und positiv.
Es gibt ein z; € [0, 3], so dass

B >0 fir0<x <y,
() <0 fﬁrxlgxgé.

01/28 )dz =0, folgt [ B(x)dx = — 2 B(x)dx > 0.

Da (aus Symmetriegriinden) .

Mit ¢ := g(x1) > 0 gilt g(x) > ¢ fir 0 < xéxlundg(az)\cﬁir:clgxgl

5. s folgt

/0 ' B)f(w)dr /0 " Bla)g(@)da
= [ s [ B

1

21 1/2
> c/ B(z)dx + c/ B(z)dz =0, q.e.d.
0 x
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Wir beweisen jetzt, dass die mit einem Vorzeichen-Faktor versehenen Bernoulli-Polynome
F(x) := (=1)* "' By,(x)

die Bedingungen (i) bis (iii) von Satz A erfiillen. Kritisch ist nur die Bedingung (ii). Dazu
zeigen wir:

Hilfssatz. Das Bernoulli-Polynom Bayy1(z ) mzt ungeradem Grad 2k +1 > 3 hat im In-

tervall [0,1] genau 3 Nullstellen, ndmlich 0,3, 1.

Beweis. Dass Bay11(x) mindestens diese 3 Nullstellen hat, ist klar. Dass es nicht mehr als
3 Nullstellen sein kénnen, beweisen wir durch Induktion nach k.

Induktionsanfang k = 1. Da Bs(z) ein Polynom vom Grad 3 ist, kann es nicht mehr als 3
Nullstellen haben.



Induktionsschritt. Sei k > 1 und vorausgesetzt, dass Box_1(x) im Intervall [0,1] genau
3 Nullstellen hat. Hétte Bogii(z) mehr als 3 Nullstellen im Intervall [0, 1] miissten es
wegen der Antisymmetrie Bogyq(x) = —Bagy1(1 — ) mindestens 5 Nullstellen sein. Da
Bop(z) = TLBékH(x), folgt nach dem Satz von Rolle, dass By (z) im offenen Intervall
]0,1[ mindestens 4 Nullstellen hat, also hitte Bay_1(2) wegen Boy_1(x) = 5-Bb.(x) in
10, 1] mindestens 3 Nullstellen. Dazu kommen noch die Nullstellen 0 und 1, d.h. Bo,_(x)
hétte im abgeschlossenen Intervall [0, 1] mindestens 5 Nullstellen, was im Widerspruch zur
Induktionsvoraussetzung steht.

Wir konnen jetzt zeigen, dass F(z) = (—1)" !By (z) im Intervall [0, 5] streng monoton
fallt. Dies ist klar fiir k =1, denn By(z) =2 —z — ¢ = (z — 5)® — 5.
Falls £ > 1, folgt aus dem Hilfssatz, dass F'(z) # 0 fir alle x mit 0 < x

F(0) = (=1)*"'By,(0) = |Box| > 0 der Maximalwert von F(z) im Intervall [0, 1

F'(z) <0 fiir € ]0, 1], als fillt F(z) in |0, 1 [ streng monoton.

Corollar. Fiir alle natiirlichen Zahlen r > 1 undn > m > 1 gilt
(L. 1
r—1

Beweis. Dies folgt aus Satz A und den obigen Bemerkungen, denn offensichtlich ist f(z) =
1/2? 1 auf ganz [1, oo[ positiv, monoton fallend und konvex.



