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Zetafunktion und Riemannsche Vermutung

Klausur

Aufgabe 1

a) Sei f : R+ → C eine Funktion mit f(x) = 0 für x < 2. Die Funktion F : R+ → C werde
definiert durch

F (x) :=
∑

k>1

f(x1/k).

Man beweise:

f(x) =
∑

k>1

µ(k)F (x1/k).

b) Man drücke die Tschebyscheffsche Theta-Funktion ϑ(x) :=
∑

p6x

log p

durch die Tschebyscheffsche Psi-Funktion ψ(x) :=
∑

pk6x

log p aus.

Aufgabe 2

Sei (an)n>1 eine Folge komplexer Zahlen. Für ein α > 0 gelte
∑

n6x

an = O(xα) für x→ ∞.

Man beweise: Die Dirichletreihe

f(s) :=

∞
∑

n=1

an

ns

konvergiert für Re(s) > α.

Aufgabe 3

Sei f(s) =
∞

∑

n=1

an

ns
eine Dirichletreihe, die für Re(s) > σ0 konvergiert.

a) Wie lautet die Dirichletreihe von f ′(s) ?

b) Man zeige, dass die Dirichletreihe von f ′(s) ebenfalls für Re(s) > σ0 konvergiert.

b.w.



Aufgabe 4

Die Mangoldt-Funktion Λ : N1 → R ist definiert durch

Λ(n) =

{

log p, falls n = pk, p prim, k > 1,
0 sonst.

Man beweise:
∑

d|n

Λ(d) = log n.

Aufgabe 5

(Das Ergebnis von Aufgabe 4 darf benutzt werden.)

Man beweise:

a) Die Dirichletreihe F (s) :=

∞
∑

n=1

Λ(n)

ns
konvergiert absolut für Re(s) > 1.

b) Es gilt F (s)ζ(s) = −ζ ′(s), d.h.

∞
∑

n=1

Λ(n)

ns
= −

ζ ′(s)

ζ(s)
für Re(s) > 1.


