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Aufgabe 33

Sei saw : R → R, saw(x) := x − #x$ − 1

2
, die in der Euler-Maclaurinschen Summations-

Formel vorkommende Sägezahn-Funktion. Man zeige:

a) 1 +

∫ ∞

1

saw(x)

x
dx = log

√
2π = −ζ ′(0),

b)
1

2
−

∫ ∞

1

saw(x)

x2
dx = γ = lim

ε↘0

(

ζ(1 + ε) −
1

ε

)

,

c)
3

2
− 2

∫ ∞

1

saw(x)

x3
dx =

π2

6
= ζ(2).

Aufgabe 34

Man beweise: Für Re(s) > 1 gilt

Γ(s)ζ(s) =

∫ ∞

0

xs−1

ex − 1
dx.

Aufgabe 35

a) Man zeige: Für alle σ ∈ R mit −2 < σ < 1 gilt ζ(σ) < 0.

b) ζ ′(−2) = −
ζ(3)

(2π)2
.

Aufgabe 36

Seien &n = βn + iγn, n ! 1, die nicht-trivialen Nullstellen der Zetafunktion in der oberen
Halbebene, nach wachsendem Imaginärteil geordnet: 0 < γ1 " γ2 " γ3 " γ4 " . . . .

Man beweise die asymptotische Beziehung

γn ∼
2πn

log n
für n → ∞.


