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Aufgabe 37

Sei p eine ungerade Primzahl und D ∈ Z mit
(D

p

)

= −1.

Man beweise durch vollständige Induktion über k > 1: Die Gruppe

Pell(Z/pk, D) =
{

A =

(

x yD
y x

)

∈ M(2 × 2, Z/pk) : det A = 1
}

ist zyklisch.

Aufgabe 38

Man zeige: Eine ungerade Zahl N > 3 ist genau dann prim, wenn folgende beiden Bedin-
gungen erfüllt sind:

i) Für alle zu N teilerfremden Zahlen a gilt

a(N−1)/2 ≡ ±1 mod N.

ii) Es gibt mindestens eine ganze Zahl a mit

a(N−1)/2 ≡ −1 mod N.

Aufgabe 39

Sei N > 3 eine ganze Zahl. Es gebe eine Primzahl q >
√

N und eine ganze Zahl a, so dass

aq ≡ 1 mod N und gcd(a − 1, N) = 1.

Man beweise, dass N prim ist.

Aufgabe 40

Sei q eine ungerade Primzahl, so dass p := 2q − 1 ebenfalls prim ist und N := pq.
Man zeige: Die Untergruppe

G :=
{

a ∈ (Z/N)∗ : a(N−1)/2 =
( a

N

)}

⊂ (Z/N)∗

hat genau ϕ(N)/4 Elemente.


