O. Forster: Algebraische Zahlentheorie

2. Ganz-algebraische Erweiterungen. Uberlagerungen

Sei B D A eine Ring-Erweiterung. Fiir jedes Primideal p C B ist dann, wie man leicht
nachrechnet, das Ideal p N A ein Primideal von A. Die Inklusion j : A — B induziert
deshalb eine Abbildung

J* : Spec(B) — Spec(A), p—J(p) =pNA

Umgekehrt kann man fragen: Gibt es zu einem vorgebebenen Primideal p C A ein
Primideal 8 C B, so dass p = PN A (man sagt dann, B liegt iiber p). Im Allgemeinen
ist das nicht der Fall, wie das Beispiel Q D Z zeigt. Wir werden aber sehen, dass fiir sog.
ganz-algebraische Erweiterungen B D A iiber jedem Primideal p C A (mindestens) ein
Primideal 8 C B liegt, d.h. die induzierte Abbildung Spec(B) — Spec(A) surjektiv
ist.

2.1. Definition. Sei B D A eine Ring-Erweiterung. Ein Element z € B heifit ganz-
algebraisch (oder kurz ganz) iiber A, falls ein normiertes Polynom

fX)=X"+a X" ' +... +a, € A[X]

existiert mit f(x) = 0. Die Erweiterung B D A heifit ganz-algebraisch, falls jedes
Element = € B ganz iiber A ist.

2.2. Adjungierte Matrix. Fiir den Beweis des nédchsten Satzes benotigen wir einen
Begriff aus der der linearen Algebra. Sei C' = (c¢;;) eine (n x n)-Matrix mit Koeffizienten
cij € R aus einem kommutativen Ring R. Dann versteht man unter der adjungierten
Matrix von C' die (n x n)-Matrix C# = (v;;) mit den Koeffizienten

’Yij = (—].)H—j det Cjia

wobei Cj; die (n — 1)-reihige Matrix ist, die aus der Matrix C' durch Streichung der
j-ten Zeile und i-ten Spalte entsteht. (Falls n = 1, sei C# = (1)). Es gilt

C#C = (det C)E, (E ist die n-reihige Einheitsmatrix),
wie aus der Cramerschen Regel folgt.

2.3. Satz. Sei B D A eine Ring-Erweiterung und x € B. Dann sind folgende Bedin-
gungen dquivalent:

(i) x ist ganz tber A.

(ii) Der Unterring Alx] C B ist ein endlich erzeugter A-Modul.
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(iii) Es gibt einen Unterring R C B, der als A-Modul endlich erzeugt ist, mit x € R.
(iv) FEs gibt einen endlich erzeugten A-Modul M mit A C M C B, so dass xM C M.

Beweis. Wir zeigen die Implikationen (i) = (ii) = (iii) = (iv) = (i).

(i) = (ii). Geniigt x einer Gleichung
D tax" '+ . 4a,x4+a,=0 mit a; € A,

so folgt A[z] = A-1+ Az + ...+ Az"!, denn jede Potenz 2™ mit m > n lisst sich
durch niedrigere Potenzen ausdriicken. Also ist A[z] ein endlich erzeugter A-Modul.

(ii) = (iii). Man kann R = Alx] wéhlen.
(iii) = (iv). Man kann M = R wéhlen.

(iv) = (i). Sei M = Aby + Aby + ... + Ab, mit b; € B. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit sei by = 1. Da xM C M, gibt es Koeffizienten a;; € A mit

n

ZL‘bi:ZCLijbj flll"jzl,,n
j=1
In Matrix-Schreibweise heifit das
tb=Tb  oder (zE —T)b =0,

wobei b den Spaltenvektor mit den Komponenten b; bezeichnet; T' die (n x n)-Matrix
mit den Koeffizienten a;; und E die n-reihige Einheitsmatrix. Wir multiplizieren nun
die letzte Gleichung von links mit der adjungierten Matrix (zFE — T)# und erhalten
det(zE — T)b = 0, also det(zE — T) = 0 (da b; = 1). Entwicklung der Determinante
von xFE — T liefert dann eine Gleichung

4o Fap i+ a, =0 mit o; € A,
was zeigt, dass = ganz iiber A ist, q.e.d.

2.4. Corollar. Sei B D A eine Ring-FErweiterung und seien x,y € B zwei Elemente,
die ganz tiber A sind. Dann sind auch die Summe x +y und das Produkt xy ganz tiber
A. Insbesondere ist die Menge

By :={x € B:x ganz iber A}

ein Unterring von B.
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Beweis. Da x und y ganz sind, gilt mit gewissen natiirlichen Zahlen n,m > 0, das

n—1 m—1
Alx] = Z Az' und  Aly] = Z Ay
i=0 j=1

Daraus folgt, dass der Ring

n

1m-—1
R := Alz,y] = URT

i

Il
o
Il
o

J

ein endlich-erzeugter A-Modul ist. Da x + y,xy € R, folgt aus Satz 2.3, dass v + y
und zy ganz iiber A sind. Da also die ganzen Elemente von B abgeschlossen gegeniiber
Summen und Produkten sind, bilden sie einen Ring.

2.5. Satz. Sei A C B C C eine Kette von Ring-Erweiterungen. Ist B ganz iber A und
C' ganz tber B, so ist C' ganz tber A.

Beweis. Sei z € C ein beliebiges Element. Da z ganz iiber B ist, geniigt es einer
Gleichung

b 4 b2+ b, =0 mith € B.

Sei By C B der Ring By := A[by, ..., b,] und

n—1

R := By[z] = ZBlzi.

i=1

Da jedes b; ganz iiber A ist, ist B; ein endlich erzeugter A-Modul. Daraus folgt, dass
auch R ein endlich erzeugter A-Modul ist. Nach Satz 2.3 ist z ganz iiber A, q.e.d.

Ist A C B eine Ring-Erweiterung und a C A ein Ideal, so bezeichnen wir mit Ba das
von a in B erzeugte Ideal. Es besteht aus allen endlichen Summen E;Zl bja; mit a; € a,
b; € B.

2.6. Satz. Sei B D A eine ganz-algebraische Ring-FErweiterung und p C A ein Prim-
ideal. Dann gilt Bp N A = p.

Bemerkung. Das Ideal Bp C B ist im Allgemeinen kein Primideal.

Beweis. Da B ein Einselement hat, ist die Inklusion p C Bp N A trivial. Daher miissen
wir nur beweisen, dass Bp N A C p.
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(i) Wir behandeln zunéchst den Fall, dass der Ring B ein endlich erzeugter A-Modul
ist, etwa

m

B:ZAbz mit bl,,meB

=1

O.B.d.A. ist by = 1. Sei nun z € BpN A ein beliebiges Element. Es ldsst sich schreiben
als © = Z;nzlpjbj mit p; € p. Dann hat man firi =1,...,m

m
xb; = Zﬂ-ijbj mit T €P.
7j=1

In Matrix-Schreibweise heifit das
zb=Pb  oder (xE — P)b =0,

wobei b den Spaltenvektor mit den Komponenten b; bezeichnet; P die (m x m)-Matrix
P = (m;;) und E die m-reihige Einheitsmatrix. Nun multiplizieren wir die letzte Glei-
chung mit der adjungierten Matrix (xE£— P)#. Da (xE—P)#(zE—P) = det(xE—P)E,
erhalten wir

det(zE —P)-b=0 = det(zE — P) =0.
Entwicklung der Determinante ergibt eine Gleichung
4™ L+ e, =0,
wobei die Koeffizienten ¢; Polynome vom Grad j in den Matrixelementen m,, sind, d.h.

¢; € p. Daraus folgt 2™ € p, und da p prim ist, sogar = € p, q.e.d.

(ii) Im allgemeinen Fall ist B Vereinigung von Unterringen B’ C B, die endlich erzeugte
A-Moduln sind. Daher ist Bp Vereinigung aller B'p. Da B'pN A C p, folgt BpNA C p.

2.7. Definition. Eine Teilmenge S C A eines Rings heifit multiplikativ abgeschlossen,
falls gilt:

(i) 1€58,
(i) s,teS = stesS.

Ein Ideal p C A ist nach Definition genau dann ein Primideal, wenn das Komplement
A~ p multiplikativ abgeschlossen ist.

2.8. Lemma. Sei A ein Ring, S C A eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge
und ag C A ein Ideal mit ag C A~ S. Sei X die Gesamtheit aller Ideale a C A mit
ap Ca C AN S. Seip € X ein mazimales Element, d.h. fir jedes b € ¥ mit p C b
folgt p = b. Dann ist p ein Primideal von A.
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Bemerkung. Aus dem Zornschen Lemma folgt die Existenz eines (nicht notwendig ein-
deutig bestimmten) maximalen Elements p € X.

Beweis. Seien x,y € A Elemente mit xy € p. Wir miissen zeigen, dass mindestens eines
der Elemente z,y in p liegt.

Angenommen, dies sei nicht der Fall, d.h. z € p und y &€ p. Wir definieren Ideale
by :=p+ Axr und by :=p+ Ay.

Aufgrund der Maximalitidt von p ist dann b; & X, d.h. b; NS # (). Daher existieren
Elemente p; € p, a; € A mit

p1t+ax=:s51 €S und ps+ay=:sy €S.
Es gilt s;s9 € S. Andrerseits ist
5150 = (p1 + a12)(p2 + a2y) = pip2 + Pragy + peayx + ayasxy € P,

da xy € p. Dies steht im Widerspruch zu p NS = . Also war die Annahme falsch und
damit das Lemma bewiesen.

2.9. Satz. Sei A C B eine ganz-algebraische Ring-Erweiterung. Dann gibt es zu jedem
Primideal p C A ein Primideal B C B mit PN A = p.

Bemerkungen. a) Der Satz bedeutet, dass die durch die Inklusion A C B induzierte
Abbildung

Spec(B) — Spec(A), PBr—PNA,

surjektiv ist.

b) Im Allgemeinen ist das Primideal 93, das iiber p liegt, nicht eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei S := A~ p. Dann ist S eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von A,
also auch von B. Aus Satz 2.6 folgt

BpC B\ S.

Sei 3 die Menge aller Ideale b C B mit Bp C b C B\ S und sei P € X ein maximales
Element. Nach Lemma 2.8 ist B ein Primideal von B. Nach Definition gilt

p=BpNACPNAC ANS=p,

und daher PN A = p, q.e.d.

Bezeichnung. Fiir Ideale a,b eines Rings A schreiben wir a < b als Abkiirzung fiir
a ; b, d.h. a ist eine echte Teilmenge von b.
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2.10. Corollar. Sei A C B eine ganz-algebraische Ring-Erweiterung, By C B ein
Primideal und py := Po N A. Dann gibt es zu jedem Primideal p C A mit pg < p ein
Primideal P C B mit Po <P und PN A =p.

Beweis. Wir definieren Ay := A/py und By := B/%Bo. Die Einbettungs-Abbildung
A <— B induziert eine injektive Abbildung Ag — By. Deshalb kann B, als ein Er-
weiterungsring von A, aufgefasst werden. Es ist klar, dass die Erweiterung Ay C By
ganz-algebraisch ist. Das Primideal p C A induziert ein Primideal

p’:=p/po C Ao.
Nach Satz 2.9 gibt es ein Primideal ' C By mit ' N Ag = p’. Sei
7: B — By = B/%,

die kanonische Quotienten-Abbildung und B := 7~ 1(P’) C B. Man priift leicht nach,
dass B ein Primideal ist mit Py < P und PN A = p.

2.11. Satz. Sei A C B eine ganz-algebraische Ring-Erweiterung und seien

q31<§l}2<B

Primideale in B. Dann gilt fir die Primideale p; :==*B; N A die Beziehung

P <py <A

Beweis. Da die Inklusion p; C po trivial ist, miissen wir nur zeigen, dass p; # po, d.h.
dass ein Element x € ps \ p; existiert.

Nach Voraussetuzng existiert ein Element y € By \ P;. Da y ganz iiber A ist, gibt es
ein normiertes Polynom f(X) € A[X] mit f(y) = 0. Also gibt es eine Bezichung der
Gestalt

Y™ ay™ L Gy + am € B, a; € A, (1)
von minimalem Grad m > 1. Dann gilt a,, € 1, da andernfalls
y(y" T a7+t an) € P,

woraus wegen y ¢ B, folgen wiirde dass der Ausdruck in Klammern zu 3; gehort, was
der Minimalitdt von m widerspricht.

Daher ist a,, € P1 N A = p;. Aber aus (1) folgt auch a,, € P; + By C Po, also
Qm € P2 NP1, q.e.d.

2.12. Satz. Sei B D A eine ganz-algebraische Ring-Erweiterung. Sei S C B ein
Primideal und p = PN A. Genau dann ist P ein mazimales Ideal von B, wenn p

2.6



O. Forster: Algebraische Zahlentheorie

ein mazximales Ideal von A ist. Insbesondere induziert die Inklusion j : A — B eine
surjektive Abbildung

j* : Specm(B) — Specm(A), mi—mNA.

Beweis. a) Sei zunéchst vorausgesetzt, dass das Ideal 8 C B maximal ist. Ware p =
PN A nicht maximal, gdbe es ein Primideal p; mit p < p; < A. Nach Corollar 2.10 gébe
es dann ein Primideal ; mit P < Py < B, also wire B nicht maximal, Widerspruch!

b) Ist B C B nicht maximal, so folgt aus Satz 2.11, dass auch p = PN A nicht maximal
ist.

2.13. Definition (Krull-Dimension von Ringen). Ein Ring A hat Krull-Dimension n,
in Zeichen dimg, A = n, wenn es in A eine Primideal-Kette

po<pr<...<p, <A

der Lénge n, aber keine lingere Kette gibt. (Falls es Primideal-Ketten beliebiger Lange
gibt, setzt man dimg, A := 00.)

Danach hat ein Korper die Krull-Dimension 0. Ein Integritédtsbereich A hat Krull-
Dimension 1 genau dann, wenn A kein Koérper ist und jedes Primideal p # (0) von A
ein maximales Ideal ist. Zum Beispiel haben der Ring Z und der Polynomring K[X] in
einer Unbestimmten X iiber einem Koérper K die Krull-Dimension 1.

2.14. Theorem. Sei A C B eine ganz-algebraische Ring-FErweiterung. Dann gilt

Beweis. a) Ist PBo < P < ... <P, < B eine Primideal-Kette in B, dann erhalten wir
mit p; ;= P; N A, eine Primideal-Kette

po<pr<...<p, <A

im Ring A. Dies zeigt dimg, A > dimg, B.

b) Sei umgekehrt eine Primideal-Kette pg < p; < ... < p, < A in A gegeben. Durch
wiederholte Anwendung von Satz 2.9 und Corollar 2.10 kann man diese Kette zu einer
Primideal-Kette

q30<m1<...<q3n<B

im Ring B liften. Dies zeigt dimg, B > dimg, A, q.e.d.
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2.15. Definition. Unter einem algebraischen Zahlkorper K versteht man eine endliche
Korper-Erweiterung des Korpers Q der rationalen Zahlen, d.h.

(K : Q] :=dimg K < 0.

Eine Zahl x € K heifit ganz-algebraisch oder kurz ganz, wenn x ganz-algebraisch iiber
Z ist. Die Menge R aller ganzen Zahlen aus K bilden nach Corollar 2.4 einen Ring, den
sog. Ganzheitsring von K. Der Ganzheitsring heifft aus historischen Griinden auch die
Maximalordnung von K und wird oft mit O g bezeichnet.

Bemerkung. Die ganzen Zahlen eines algebraischen Zahlkorpers verallgemeinern die
iiblichen ganzen Zahlen aus Z. Will man betonen, dass man von von den iiblichen
ganzen Zahlen spricht, nennt man die Elemente von Z auch ganz-rationale Zahlen.
Dass dies nicht zu Missverstdndnissen fithren kann, zeigt der folgende Satz.

2.16. Satz. Sei x eine ganze Zahl eines algebraischen Zahlkdrpers K D Q. Falls x € Q,
gilt sogar x € 7.

Der Inhalt des Satzes lasst sich kurz durch die Formel O N Q = Z ausdriicken.

Beweis. Die Zahl z geniigt einer Gleichung
e+ e+, =0 mit ¢; € Z.

Da x € Q, ldsst es sich schreiben als x = t/q mit teilerfremden Zahlen t,q € Z. Setzt
man dies in die obige Gleichung ein und multipliziert mit ¢", erhélt man eine Gleichung

"+ qlet" ™ 4 e F ™) = 0.
Daraus folgt ¢ | t". Da aber ¢ und t teilerfremd sind, folgt ¢ = £1, also x € Z, q.e.d.

2.17. Satz. Sei K ein algebraischer Zahlkorper und Ok sein Ganzheitsring. Dann
hat O die Krull-Dimension 1 und die Inklusion 7 C Ok induziert eine surjektive

Abbildung

Specm(O ) — Specm(Z).

Dies folgt unmittelbar aus den Sétzen 2.12 und 2.14.
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