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Aufgabe 13

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper mit Char(K) 6= 2, 3 (z.B. K = C) und seien
a1, a2, a3, a4 ∈ K paarweise verschiedene Zahlen. Sei

f4(X) :=
4∏

ν=1

(X − aν) ∈ K[X]

und seien C ′, C ′′ ⊂ P2(K) die Kurven mit den affinen Geichungen

Y 2 = f4(X) bzw. Y 3 = f4(X).

Man bestimme alle Singularitäten von C ′ und C ′′.

Aufgabe 14

Sei Λ ⊂ C ein Gitter, g2 := 60G4(Λ), g3 := 140G6(Λ) und ℘ = ℘Λ die zugehörige Weier-
straßsche ℘-Funktion. Man zeige:

a) Für jedes a ∈ C ist die Funktion f(z) := ℘(z − a) eine Lösung der Differentialgleichung

(1) f ′(z)2 = 4f(z)3 − g2f(z)− g3

b) Jede nicht-konstante Lösung der Differentialgleichung (1) hat die Gestalt f(z) := ℘(z−a)
mit a ∈ C. Die Konstante a ist modulo Λ durch f eindeutig bestimmt.

Aufgabe 15

Sei Λ ⊂ C ein Gitter und

σ : C/Λ→ C/Λ, z 7→ σ(z) := −z,

die Punktspiegelung am Nullpunkt. σ operiert auch auf der Gruppe der Divisoren Div(C/Λ):

Für D =
∑n

i=1 ki[Pi] ∈ Div(C/Λ) setzt man σ(D) :=
∑n

i=1 ki[σ(Pi)]. Ein Divisor D ∈
Div(C/Λ) heißt σ-invariant oder kurz symmetrisch, wenn σ(D) = D. Man zeige:

a) Der Divisor einer nicht identisch verschwindenden meromorphen Funktion f : C/Λ→ P1

ist genau dann symmetrisch, wenn f eine gerade oder eine ungerade Funktion ist.

b) Wie kann man an einem symmetrischen Hauptdivisor D ∈ Div(C/Λ) erkennen, ob er
zu einer geraden oder einer ungeraden Funktion gehört?

b.w.



Aufgabe 16

Sei Λ = Zω1 +Zω2 ⊂ C ein Gitter mit zugehöriger ℘-Funktion ℘ := ℘Λ und e2 := ℘
(ω2

2

)
.

Man zeige:

a) Die Funktion ℘−e2 besitzt eine bis aufs Vorzeichen eindeutig bestimmte Quadratwurzel,
d.h. es gibt eine meromorphe Funktion f : C → P1 mit f 2 = ℘− e2. Diese Funktion erfüllt
die Beziehungen

f(z + ω1) = −f(z), f(z + ω2) = f(z) für alle z ∈ C ,

d.h. f ist doppelt-periodisch bzgl. des Gitters Λ1 := 2Zω1 + Zω2.

Hinweis. Man betrachte den Divisor einer hypothetischen Wurzel von ℘ − e2 und zeige,
dass er ein Hauptdivisor auf C/Λ1 ist.

b) Die Funktion f ist ungerade und genügt der Differentialgleichung

f ′(z)2 = (f(z)2 − λ2
1)(f(z)2 − λ2

2)

mit gewissen, von ω1 und ω2 abhängigen Konstanten λ1, λ2 ∈ C∗, λ1 6= ±λ2.
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