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Aufgabe 9

Seien m1, m2 natürliche Zahlen und d := gcd(m1, m2).

a) Man zeige: Das System von Kongruenzen

x ≡ a mod m1,

x ≡ b mod m2

ist genau dann simultan lösbar, wenn a ≡ b mod d. In diesem Fall ist die Lösung modulo
lcm(m1, m2) eindeutig bestimmt.

b) Man löse das System

x ≡ 23 mod 1001,

x ≡ 9 mod 10003.

Aufgabe 10

Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Ein Element x ∈ R heißt idempotent, wenn
x2 = x. Die Elemente 0 und 1 heißen triviale Idempotente.

a) Man zeige: Der Restklassenring Z/N (N > 2 ganz) besitzt genau dann nicht-triviale
Idempotente, wenn N keine Primzahlpotenz (pk, p prim, k > 1) ist.

b) Genauer gilt: Die Anzahl der Idempotente in Z/N ist 2r, wobei r die Anzahl der ver-
schiedenen Primteiler von N ist.

c) Man gebe alle Idempotente von Z/360 an.

Aufgabe 11

Sei N > 2 und ϕ(N) die Eulersche Phi-Funktion. Man zeige: Das Bild der Abbildung

γ : Z/N −→ Z/N, x 7→ γ(x) := xϕ(N) mod N

ist genau die Menge der Idempotente von Z/N .

b.w.



Aufgabe 12

Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement, IR ⊂ R die Menge seiner idempotenten
Elemente und

WR := {x ∈ R : x2 = 1}

die Menge der Quadratwurzeln von 1 in R.

a) Man zeige: Ist 2 := 1 + 1 invertierbar in R, so ist die Abbildung

α : R −→ R, x 7→ α(x) := 2x− 1

bijektiv und es gilt α(IR) = WR.

b) Sei R := Z/2n. Man zeige: Für die Anzahl der Quadratwurzeln von 1 gilt:

#WZ/2n =

{
1 für n = 1,
2 für n = 2,
4 für n > 3.

c) Man gebe im Fall R := Z/360 alle Elemente von WR an.

d) Der Restklassenring Z/N enthalte eine Quadratwurzel x 6= ±1 von 1. Man gebe ein
Verfahren an, wie man aus x einen nicht-trivialen Teiler von N konstruieren kann.
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