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Übungsblatt 2

Aufgabe 5 Seien x, y zwei ganze Zahlen. Man beweise: Genau dann gilt gcd(x, y) = d,
wenn es eine ganzzahlige Matrix A ∈ SL(2, Z) mit Determinante 1 gibt, so dass

A

(
x
y

)
=

(
d
0

)
.

Aufgabe 6

a) Man zeige: Genau dann ist ein ganzzahliger Vektor (x1, . . . , xn) ∈ Zn die erste Zeile
einer geeigneten Matrix A ∈ SL(n, Z), wenn gcd(x1, . . . , xn) = 1.

b) Man ergänze die Zeile (143, 117, 123) zu einer ganzzahligen 3 × 3-Matrix mit Determi-
nante 1.

Aufgabe 7

Sind x, y teilerfremde ganze Zahlen, so gibt es bekanntlich ganze Zahlen λ, µ mit

λx + µy = 1.

a) Man zeige, dass man im Fall x 6= 0, y 6= 0 die Koeffizienten λ, µ sogar so wählen kann,
dass

|λ| 6 |y| und |µ| 6 |x|.

b) Man zeige, dass der erweiterte Euklidische Algorithmus automatisch solche Koeffizienten
liefert.

Aufgabe 8 Im Ring

Z[
√

5] = {n + m
√

5 : n,m ∈ Z}

seien die Elemente a := 4 und b = 2 + 2
√

5 gegeben.

Man zeige, dass

d1 := 2 und d2 := 1 +
√

5

gemeinsame Teiler von a und b sind, dass es aber keinen gemeinsamen Teiler d von a und b
gibt mit d1 | d und d2 | d. Insbesondere haben a und b keinen größten gemeinsamen Teiler.
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