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Aufgabe 29

Sei K ein Körper der Charakteristik 6= 2 und Ea ⊂ P2(K) die Kurve 3. Ordnung mit affiner
Geichung y2 = x3 und unendlich-fernem Punkt O = (0 : 0 : 1). Man zeige:

a) Die Kurve Ea hat einen einzigen singulären Punkt S mit den affinen Koordinaten (0, 0).

b) Die Abbildung φ : K → Ea,reg := Ea r {S},

t 7→ φ(t) :=

{
(t−2, t−3) für t 6= 0,
O für t = 0

ist bijektiv.

Vermöge φ werde die Struktur der additiven Gruppe (K, +) auf Ea,reg übertragen; dabei
wird der Punkt O das neutrale Element. Die Verknüpfung auf Ea,reg werde mit ⊕ bezeich-
net.

c) Schneidet eine Gerade ` ⊂ P2(K), die nicht durch den Punkt S geht, die Kurve Ea in
drei Punkten P1, P2, P3, wobei jeder Punkt sooft aufgezählt wird, wie seiner Vielfachheit
entspricht, so gilt P1 ⊕ P2 ⊕ P3 = O.

Aufgabe 30

Sei K ein Körper der Charakteristik 6= 2 und Em ⊂ P2(K) die Kurve 3. Ordnung mit
affiner Geichung y2 = x2(x + 1) und unendlich-fernem Punkt O = (0 : 0 : 1). Man zeige:

a) Die Kurve Em hat einen einzigen singulären Punkt S mit den affinen Koordinaten (0, 0).

b) Sei α : P1(K) = K ∪ {∞} → Em die wie folgt definierte Abbildung:

α(t) := (t2 − 1, t3 − t) für t ∈ K, α(∞) := O.

Dann ist α surjektiv und jeder Punkt P ∈ Em hat genau ein Urbild mit der Ausnahme
α−1(S) = {±1}.
c) Man bestimme die projektiv-lineare Abbildung β : P1(K) → P1(K) mit

β(0) = 1, β(∞) = −1, β(1) = ∞

und setze φ := α ◦ β : P1(K) → Em. Dann liefert die Beschränkung von φ auf K∗ =
P1(K) r {0,∞} eine bijektive Abbildung φ : K∗ → Em,reg := Em r {S}.

b.w.



Vermöge φ werde die Struktur der multiplikativen Gruppe K∗ auf Em,reg übertragen; da-
bei wird der Punkt O das neutrale Element. Die Verknüpfung auf Em,reg werde mit ⊕
bezeichnet.

d) Schneidet eine Gerade ` ⊂ P2(K), die nicht durch den Punkt S geht, die Kurve Em in
drei Punkten P1, P2, P3, wobei jeder Punkt sooft aufgezählt wird, wie seiner Vielfachheit
entspricht, so gilt P1 ⊕ P2 ⊕ P3 = O.

Aufgabe 31

Sei Λ = Zω1 + Zω2 ⊂ C ein Gitter mit positiv orientierter Basis (ω1, ω2) und τ := ω2/ω1.
Wir definieren Gittervektoren ω′1 und ω′2 wie folgt:

Sei ω′1 ∈ Λr{0} ein Vektor minimaler Länge (bzgl. des gewöhnlichen Absolutbetrags |ω′1|)
und ω′2 ∈ Λ r {0} ein Vektor minimaler Länge unter den folgenden Nebenbedingungen:

i) ω′2 ist von ω′1 reell linear unabhängig,
ii) (ω′1, ω

′
2) ist positiv orientiert.

Man zeige: Λ = Zω′1+Zω′2 , und τ ′ := ω′2/ω
′
1 ist zu τ bzgl. der Modulgruppe Γ = PGL(2, Z)

äquivalent und liegt im Fundamentalbereich

F := {z ∈ H : |Re(z)| ≤ 1
2
, |z| ≥ 1}.

Aufgabe 32

Für eine ganze Zahl k ≥ 2 und τ ∈ H sei

G2k(τ) :=
∑

(m,n) 6=(0,0)

1

(m + nτ)2k

die Eisenstein-Reihe und

G∗
2k(τ) :=

∑
gcd(m,n)=1

1

(m + nτ)2k
,

wobei nur über alle teilerfremden (m, n) ∈ Z× Z summiert wird. Man beweise:

G2k(τ) = ζ(2k)G∗
2k(τ), wobei ζ(2k) =

∞∑
n=1

1

n2k
.
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