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Aufgabe 29

Sei K ein Korper der Charakteristik # 2 und E, C Py(K) die Kurve 3. Ordnung mit affiner
Geichung y* = 2% und unendlich-fernem Punkt O = (0: 0: 1). Man zeige:

a) Die Kurve E, hat einen einzigen singuldren Punkt S mit den affinen Koordinaten (0, 0).
b) Die Abbildung ¢ : K — E,eq :== £, \ {5},
t72,t73) fiirt #£0
t t) = ( ’ ’
— olt) { ) firt =0
ist bijektiv.
Vermoge ¢ werde die Struktur der additiven Gruppe (K, +) auf E, ., ibertragen; dabei

wird der Punkt © das neutrale Element. Die Verkniipfung auf E, ., werde mit @& bezeich-
net.

¢) Schneidet eine Gerade ¢ C Py(K), die nicht durch den Punkt S geht, die Kurve E, in
drei Punkten Pj, P, P53, wobei jeder Punkt sooft aufgezihlt wird, wie seiner Vielfachheit
entspricht, so gilt P, & P, & P3 = 9.

Aufgabe 30

Sei K ein Korper der Charakteristik # 2 und E,,, C Py(K) die Kurve 3. Ordnung mit
affiner Geichung y* = 2%(z + 1) und unendlich-fernem Punkt O = (0: 0: 1). Man zeige:

a) Die Kurve E,, hat einen einzigen singuldren Punkt S mit den affinen Koordinaten (0, 0).
b) Sei av: Py (K) = KU {00} — E,, die wie folgt definierte Abbildung:

alt) =t -1, —t) firt € K, afoo):=9.
Dann ist a surjektiv und jeder Punkt P € E,, hat genau ein Urbild mit der Ausnahme
a 1(S) = {1}
¢) Man bestimme die projektiv-lineare Abbildung 3 : Py(K) — Py (K) mit

BO0) =1, o) =1, (1) =oo

und setze ¢ := ao 3 : Py(K) — E,,. Dann liefert die Beschrinkung von ¢ auf K* =
Py (K) \ {0, 00} eine bijektive Abbildung ¢ : K* — E,, e := Ey {5}

b.w.



Vermoge ¢ werde die Struktur der multiplikativen Gruppe K* auf E,, .., iibertragen; da-
bei wird der Punkt © das neutrale Element. Die Verkniipfung auf E,, e, werde mit @
bezeichnet.

d) Schneidet eine Gerade ¢ C Py(K), die nicht durch den Punkt S geht, die Kurve FE,, in
drei Punkten Py, P, P53, wobei jeder Punkt sooft aufgezéhlt wird, wie seiner Vielfachheit
entspricht, so gilt P, & P, & P3 = O.

Aufgabe 31

Sei A = Zwy + Zwy C C ein Gitter mit positiv orientierter Basis (wy,ws) und 7 := wy/w;.
Wir definieren Gittervektoren wj und wf, wie folgt:

Sei w; € AN {0} ein Vektor minimaler Lange (bzgl. des gewohnlichen Absolutbetrags |w}|)
und w) € A\ {0} ein Vektor minimaler Lénge unter den folgenden Nebenbedingungen:

i) wh ist von wi reell linear unabhéngig,
i) (w],wh) ist positiv orientiert.
Man zeige: A = Zw] +7Zw , und 7' := wh /W) ist zu 7 bzgl. der Modulgruppe I' = PGL(2,7Z)

dquivalent und liegt im Fundamentalbereich

F:={z€e€H:|Re(z)| < 3,|2| > 1}.

Aufgabe 32
Fiir eine ganze Zahl k > 2 und 7 € H sei
Gulr) = 3
26\T) 1= 1
oo (M
die Eisenstein-Reihe und
1
G;k <T> = Z 2%k
ged(m,n)=1 <m T nT)

wobei nur {iber alle teilerfremden (m,n) € Z x Z summiert wird. Man beweise:

o0

Gor(r) = C(2K)Giu(r),  wobei C(2K) =3

n=1
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