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Aufgabe 9

Sei τ ∈ C, Im(τ) > 0 und

F (z) :=
∑
n∈Z

1

sin2(z + nτ)
.

a) Man zeige, dass diese Reihe auf jedem Kompaktum K ⊂ C gleichmäßig gegen eine bzgl.
des Gitters Λ := Zπ + Zτ doppelt-periodische meromorphe Funktion auf C konvergiert.

b) Man beweise F (z) = ℘Λ(z) + C mit einer geeigneten Konstanten C ∈ C.

Aufgabe 10

Sei Λ = Zω1 + Zω2 ⊂ C ein Gitter und Λ′ := Z
ω1 + ω2

2
+ Z

ω1 − ω2

2
.

a) Man zeige: Λ ⊂ Λ′ und die Quotienten-Gruppe Λ′/Λ hat die Ordnung 2.

b) Sei f : C→ P1 eine bzgl. des Gitters Λ doppelt-periodische meromorphe Funktion und

g(z) := f(z) + f

(
z +

ω1 + ω2

2

)
.

Man zeige, dass g doppelt-periodisch bzgl. des Gitters Λ′ ist. Falls f = ℘Λ die Weierstraß-
sche ℘-Funktion bzgl. Λ ist, was ist dann g ?

Aufgabe 11

Sei ∅ 6= D ⊂ C ein Gebiet und f : D → C eine nicht-konstante holomorphe Funktion, die
in D der Differentialgleichung

f ′(z)2 = 4f(z)3 − g2f(z)− g3

genügt. Dabei seien g2 = 60G4(Λ) und g3 = 140G6(Λ) bzgl. eines Gitters Λ ⊂ C. Man
beweise:

Es gibt eine Konstante a ∈ C, so dass

f(z) = ℘Λ(z + a) für alle z ∈ D.

Die Konstante a ist modulo Λ eindeutig bestimmt.

b.w.



Aufgabe 12

Mit den Eisensteinreihen G2k(Λ), k ≥ 2, für Gitter Λ ⊂ C definiert man mit demselben
Buchstaben bezeichnete Funktionen G2k : H→ C auf der oberen Halbebene durch

G2k(τ) := G2k(Z+ Zτ) für alle τ ∈ H.

a) Man zeige: G2k ist eine auf H holomorphe Funktion und es gilt

G2k(τ + 1) = G2k(τ) und G2k(−1/τ) = τ 2kG2k(τ) für alle τ ∈ H.

b) Die Funktion G2k lässt sich in eine Fourier-Reihe der folgenden Gestalt entwickeln:

G2k(τ) =
∞∑
n=0

cne
2πinτ

(vgl. Aufg. 1). Für den Koeffizienten c0 gilt

c0 = 2ζ(2k), wobei ζ(2k) :=
∞∑
n=1

1

n2k
.
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