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I"Jbungen zur Vorlesung: Der Minkowski-Raum

Aufgabe 25: In einer offenen Menge U C R" sei die Differentialform
w= Zw““ dx; Ndx € QQ(U)
i<k

gegeben. Sei
dw=:0 = Z Oijk dx; A d{Ej A dxy

i<j<k
Zeige:
Oijk = 8iwjk + @wki + 8}€wij.
Dabei ist 0, := 57— und wy; = —w;y, fiir i < k.

Aufgabe 26: Das elektromagnetische Feld F' zeige bzgl. eines inertialen Ko-
ordinatensystems (zg, z1, Z2, x3) das elektrische Feld F = (E1, Es, E3) und das
magnetische Feld B = (B, Ba, B3). Es werde vorausgesetzt, da§ F(0) # 0.

a. Zeige: Es gibt einen Vektor n € R3, || n ||=1, und ein ¢ € R, so daB :
2 E(0) x B(0)
| E(0) |2 + | B(O) |1

b. Betrachte ein zweites Koordinatensystem (z(, 2}, x5, 24 ), das sich mit gleich-

7 tanh 2t =

formiger Geschwindigkeit v = tanh in Richtung n gegeniiber dem ersten
bewegt. Zeige, dafl bzgl. des neuen Inertialsystems das elektrische Feld E’ und
das magnetische Feld B’ im Nullpunkt parallel sind.

Aufgabe 27: Das elektromagnetische Feld F' zeige bzgl. eines inertialen Koor-
dinatensystems (zg, €1, ¥2, r3) das elektrische Feld E und das magnetische Feld

B und bzgl. eines inertialen Koordinatensystems (z, xl, xh, z5), das aus dem
ersteren durch eine eigentliche Lorentztransformatlon x' = Sz, S € SO*(1,3),

hervorgehe, das elektrische Feld E’ und das magnetische Feld B’



a. Zeige: Es gibt eine Matrix D(S) € SO(3,C), sodal E'+iB’ = D(S)(E+iB).
Dabei ist die spezielle komplex-orthogonale Gruppe definiert durch

SO(n,C) := {A € GL(n,C) : ATA=1,det A =1}.

(Hinweis: Beniitze die Aufgaben 12, 21, 22)

b. Zeige, dafl die Zuordnung S — D(S) eine Darstellung (d.h. einen Gruppen-
homomorphismus) D : SOT(1,3) — SO(3,C) liefert.

c. Was passiert fiir Lorentztransformationen S € O*(1,3) mit det S = —17
(Bemerkung: Man kann zeigen, dal D sogar ein Gruppenisomorphismus ist.
Dazu beweist man zuerst die Isomorphie der Lie-Algebren.)

Aufgabe 28: Seia : V — R", V C R" ! offen, eine stetig differenzierbare, in-
jektive Abbildung. Das Einheits-Normalenfeld auf a(V') ist diejenige eindeutig
bestimmte Abbildung v a(V) — R™, die die folgenden drei Eigenschaften
hat:

1. voal %, firallel <j<n-—1.

2. | 7 ||= 1.

3. det(?oa,g—ﬁwwaii1)>o'

Zeige: Fiir jedes Kompaktum K C V und jedes auf einer offenen Umgebung U
von «(K) stetige Vektorfeld F': U — R"™ gilt

wobel

/ <F,?>ds;:/<Foa,?oa> 120 0 2% A At
a(K) K 8t1 8tn_1

Dabei ist das Kreuzprodukt w := vy X ... X v,_1 € R™ aus n — 1 Vektoren
v; € R™ folgendermafBlen definiert:

Sei V' die (n — 1) x n-Matrix, deren Spalten die v;’s seien. V; sei die (n — 1) x
(n — 1)-Matrix, die aus V' durch Streichung der j-ten Zeile entsteht.

Die j-te Komponente w; des Vektors w ist dann w; := (—1)7T! det V;.

Abgabetermin: Mittwoch, den 26.6.1996, 13.15 Uhr.



