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Übungen zur Vorlesung: Der Minkowski-Raum

Aufgabe 25: In einer offenen Menge U ⊂ Rn sei die Differentialform

ω =
∑
i<k

ωik dxi ∧ dxk ∈ Ω2(U)

gegeben. Sei

dω =: σ =
∑

i<j<k

σijk dxi ∧ dxj ∧ dxk

.
Zeige:

σijk = ∂iwjk + ∂jωki + ∂kωij .

Dabei ist ∂ν := ∂
∂xν

und ωki := −ωik für i < k.

Aufgabe 26: Das elektromagnetische Feld F zeige bzgl. eines inertialen Ko-

ordinatensystems (x0, x1, x2, x3) das elektrische Feld
⇀

E = (E1, E2, E3) und das

magnetische Feld
⇀

B = (B1, B2, B3). Es werde vorausgesetzt, daß F (0) 6= 0.

a. Zeige: Es gibt einen Vektor
⇀
n ∈ R3, ‖

⇀
n ‖= 1, und ein ψ ∈ R, so daß :

⇀
n tanh 2ψ =

2
⇀

E(0) ×
⇀

B(0)

‖
⇀

E(0) ‖2 + ‖
⇀

B(0) ‖2
.

b. Betrachte ein zweites Koordinatensystem (x′0, x
′

1, x
′

2, x
′

3), das sich mit gleich-

förmiger Geschwindigkeit v = tanhψ in Richtung
⇀
n gegenüber dem ersten

bewegt. Zeige, daß bzgl. des neuen Inertialsystems das elektrische Feld
⇀

E′ und

das magnetische Feld
⇀

B′ im Nullpunkt parallel sind.

Aufgabe 27: Das elektromagnetische Feld F zeige bzgl. eines inertialen Koor-

dinatensystems (x0, x1, x2, x3) das elektrische Feld
⇀

E und das magnetische Feld
⇀

B und bzgl. eines inertialen Koordinatensystems (x′0, x
′

1, x
′

2, x
′

3), das aus dem
ersteren durch eine eigentliche Lorentztransformation x′ = Sx, S ∈ SO+(1, 3),

hervorgehe, das elektrische Feld
⇀

E′ und das magnetische Feld
⇀

B′.



a. Zeige: Es gibt eine MatrixD(S) ∈ SO(3,C), so daß
⇀

E′+i
⇀

B′ = D(S)(
⇀

E+i
⇀

B).
Dabei ist die spezielle komplex-orthogonale Gruppe definiert durch

SO(n,C) := {A ∈ GL(n,C) : ATA = 1, detA = 1}.

(Hinweis: Benütze die Aufgaben 12, 21, 22)
b. Zeige, daß die Zuordnung S 7→ D(S) eine Darstellung (d.h. einen Gruppen-
homomorphismus) D : SO+(1, 3) → SO(3,C) liefert.
c. Was passiert für Lorentztransformationen S ∈ O+(1, 3) mit detS = −1?

(Bemerkung: Man kann zeigen, daß D sogar ein Gruppenisomorphismus ist.
Dazu beweist man zuerst die Isomorphie der Lie-Algebren.)

Aufgabe 28: Sei α : V → Rn , V ⊂ Rn−1 offen, eine stetig differenzierbare, in-
jektive Abbildung. Das Einheits-Normalenfeld auf α(V ) ist diejenige eindeutig

bestimmte Abbildung
⇀
ν : α(V ) → Rn, die die folgenden drei Eigenschaften

hat:
1.

⇀
ν ◦ α⊥ ∂α

∂tj
, für alle 1 ≤ j ≤ n− 1.

2. ‖
⇀
ν ‖= 1.

3. det(
⇀
ν ◦ α, ∂α

∂t1
, . . . , ∂α

∂tn−1

) > 0.

Zeige: Für jedes Kompaktum K ⊂ V und jedes auf einer offenen Umgebung U
von α(K) stetige Vektorfeld F : U → Rn gilt

∫
α(K)

〈
⇀

F , d
⇀

S 〉 =

∫
α(K)

〈
⇀

F ,
⇀
ν 〉dS,

wobei

∫
α(K)

〈
⇀

F ,
⇀
ν 〉dS :=

∫
K

〈
⇀

F ◦ α,
⇀
ν ◦ α〉 ‖

∂α

∂t1
× . . .×

∂α

∂tn−1
‖ dt1 ∧ · · · ∧ dtn−1.

Dabei ist das Kreuzprodukt w := v1 × . . . × vn−1 ∈ Rn aus n − 1 Vektoren
vi ∈ R

n folgendermaßen definiert:
Sei V die (n− 1)× n-Matrix, deren Spalten die vi’s seien. Vj sei die (n− 1)×
(n− 1)-Matrix, die aus V durch Streichung der j-ten Zeile entsteht.
Die j-te Komponente wj des Vektors w ist dann wj := (−1)j+1 detVj .

Abgabetermin: Mittwoch, den 26.6.1996, 13.15 Uhr.


