Reich werden mit Mathe-
matik

Katharina Schiiller

Aktien, Renten, Fremdwahrungen, Fonds...
spatestens seit dem Borsen-Hype der
spaten 90er Jahre haben solche Anlagefor-
men das Sparbuch vom Markt verdréingt.
Eine uniiberschaubare Vielfalt von poten-
ziellen Investments konkurriert um das
Vermogen privater und institutioneller An-
leger. Aber welches davon macht den Weg
frei zur “ersten Million“?

“Wenn Sie an der Borse erfolgreich sein
wollen, dann studieren Sie Philosophie und
Kunstgeschichte — da lernen Sie zu denken
und zu sehen.” hat es André Kostolany,
der wohl bekannteste Borsen-Guru, zuge-
spitzt ausgedriickt. Betrachten wir also ein-
mal den Kursverlauf des Deutschen Aktien-
Index DAX im Zeitraum vom 27.07.88 bis
zum 14.03.97 [6, S. 29].
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Heute wissen wir, dass der DAX trotz ge-
legentlicher Schwankungen alles andere als
immer weiter gestiegen ist — obwohl es auf
dem Bild so aussieht. Gerade die jiingsten
Borsen-Crashs lassen befiirchten, dass man
die Umkehr von Trends meist erst dann er-
kennt, wenn es schon zu spat ist. Die Hoff-
nung liegt augenscheinlich wohl doch we-
niger in den Geisteswissenschaften als in
einer anderen, aufsteigenden Disziplin: der
mathematisch-statistischen Finanzanalyse.

Ihr Ziel sind verldssliche Aussagen iiber die
Attraktivitat einzelner finanzieller Engage-
ments mit Hilfe der verfiigbaren Daten.

Die Finanzanalyse ist jedoch nicht nur ein
Instrument, das Banken und Privatanle-
ger “in der Praxis” bei ihren Entscheidun-
gen unterstiitzt. Auch im wissenschaftli-
chen Kontext Okonometrischer Fragestel-
lungen spielt die Finanzanalyse eine bedeu-
tende Rolle. Eindrucksvoll zeigt sich das et-
wa daran, dass die Okonometriker Robert
Engle und Clive Granger im vergangenen
Jahr 2003 fiir ihre Pionierarbeit iiber neue
Analysemethoden fiir 6konomische Zeitrei-
hen mit dem Nobelpreis fiir Wirtschafts-
wissenschaften ausgezeichnet wurden. Zwei
dieser Ansitze von Engle/Granger, die auch
in die Praxis Eingang gefunden haben, wol-
len wir ndher betrachten.

Die Theorie effizienter Markte

Am Anfang der Finanzanalyse steht ein
Glaubensbekenntnis iiber die Vollkommen-
heit — besser: die Unvollkommenheit von Fi-
nanzmdrkten. Nur unter gewissen Annah-
men iiber die Beschaffenheit der Markte
ist Finanzanalyse {iberhaupt moglich. Diese
Annahmen bringt E.F. Fama in seinen vier
Thesen zur Informationseffizienz von Mark-
ten zum Ausdruck und formalisiert sie in
seiner “Theory of Efficient Markets".

Die These der starken Informationseffizi-
enz besagt, dass alle bewertungsrelevanten
Informationen unmittelbar und vollstandig
im aktuellen Marktpreis eines Investment-
objektes abgebildet sind. Unterstellt man
halbstrenge Informationseffizienz, so sind
nur alle offentlichen Informationen derart
abgebildet. Bei schwacher Informationsef-
fizienz sind bloB alle Informationen iiber
vergangene Marktpreise unmittelbar und
vollstandig im aktuellen Marktpreis enthal-
ten. Glaubt man hingegen an die These kei-



ner Informationseffizienz, so soll keine der
drei bisherigen Thesen zutreffen [6, S. 79].

Nur unter der Annahme keiner oder schwa-
cher Informationseffizienz kdnnen finanz-
analytische Verfahren iiberhaupt sinnvoll
eingesetzt werden. Denn die Analyse kurs-
relevanter Informationen kann nicht zu
systematischen Gewinnen verhelfen, wenn
diese Informationen bereits im Preis abge-
bildet sind.

Technische Analyse und Fundamental-
analyse

Sind Markte schwach informationseffizient,
so macht es zwar keinen Sinn, vergange-
ne Marktpreise (Kursverldufe) auszuwerten.
Die Analyse offentlich zugénglicher Infor-
mationen wie Geschiaftsberichte oder Pres-
semitteilungen kann aber systematische
Gewinne bringen. Einsetzbar sind dazu Me-
thoden der Fundamentalanalyse (zum Bei-
spiel multivariate statistische Verfahren),
um den “inneren” Wert eines Investments
aufgrund aller ihn bestimmenden Fakto-
ren zu ermitteln. Unter diesem Blickwin-
kel sind Renditegenerierungsprozesse etwa
durch die Modellierung funktionaler Zu-
sammenhange zwischen EinflussgroBen und
Analyseobjekt darstellbar.

Gilt keine Informationseffizienz, so macht
auch die Analyse vergangener Marktprei-
se Sinn. Das geschieht mit den Verfah-
ren der Technischen Analyse, von denen
uns hier vor allem die modernen zeitreihen-
analytischen Verfahren interessieren. Ren-
ditegenerierungsprozesse werden in diesem
Kontext beispielsweise durch autoregressive
Modelle erklart.

Leider kann man die Theorie effizien-
ter Markte, beziehungsweise eine ihrer
Thesen, bisher weder beweisen noch wi-
derlegen. In gewisser Weise konnen fi-

nanzanalytische Verfahren als Tests auf
Informationseffizienz-Hypothesen verstan-
den werden. Fiihrt etwa die Fundamental-
analyse 6konomischer Zeitreihen zu sinn-
vollen Ergebnissen, so kdnnen Finanzmark-
te hochstens schwach informationseffizient
sein. Hier steht aber schon der nichste
Stolperstein.

Linearitat oder Nicht-Linearitit?

Bisher dominiert in der Finanzanalyse
der Einsatz linearer Analysemethoden —
mit méaBigem Erfolg. Die Untersuchung
mit solchen gingigen Analyseinstrumenten
setzt lineare Renditegenerierungsprozesse
voraus. Renditen, die von einem nichtli-
nearen Prozess erzeugt werden, wirken da-
bei wie white noise (wie durch einen rei-
nen Zufallsprozess erzeugt). Filschlicher-
weise kann man das als Vorliegen von In-
formationseffizienz interpretieren.

Bei den finanzanalytischen Aufgabenstel-
lungen scheint es sich um typische
“unverstandene” Probleme zu handeln, bei
denen mehrere Faktoren wenigstens parti-
ell nichtlinear auf das Analyseobjekt ein-
wirken. Das Zusammenwirken der Fakto-
ren weist zwar vermutlich gewisse zeitli-
che und situative Invarianzen auf, doch
es ist durch “Rauschen” gestort und we-
der theoretisch eindeutig erkldrbar, noch
empirisch ausreichend exakt beschreibbar
[5, S. 7]. Ein Ubergang zu nichtlinearen
Verfahren erscheint also verniinftig. Ne-
ben neu entwickelten (oder wieder ent-
deckten) Analysemethoden der Okonome-
trie und Statistik werden vereinzelt Verfah-
ren der Kiinstlichen Intelligenz (Kiinstliche
Neuronale Netze) eingesetzt.

ARCH-/GARCH-Modelle

Die ARCH-/GARCH-Modelle sind techni-
sche Analyseverfahren, die sich zur Model-



lierung nichtlinearer Renditegenerierungs-
prozesse eignen. Dabei wurde das ARCH-
Modell 1982 von Engle vorgestellt [1] und
1986 von T. Bollerslev zum GARCH-Modell
weiterentwickelt [6, S. 136].

Eine groBe Stidrke des Ansatzes liegt da-
rin, dass man damit eine typische Ei-
genschaft von Finanzmarktzeitreihen mo-
dellieren kann. Betrachten wir die ste-
tigen Eintagesrenditen des logarithmier-
ten DAX-Verlaufes vom 25.07.88 bis zum
14.03.97, so stechen die “Klumpen* von
(betragsmiaBig) hohen oder niedrigen Ren-
diten ins Auge [6, S. 29]:

DAX Log-Differenzen

Auf groBe Kursausschlage folgen oft wie-
der groBe Kursausschlage, auf kleine wie-
der kleine. Man nennt dieses Phanomen
bildlich volatility clustering. Legt man zur
Erklarung einer solchen Finanzmarktzeitrei-
he {y.} einen autoregressiven Prozess p-ter
Ordnung (AR(p)-Prozess) gemaB

Yt = ¢O +¢1yt—1 “+ . +¢pyt—p +ut (1)

beobachteter Kurs/Rendite
zum Zeitpunkt ¢

mit Y

¢+ (zu schitzender) Koeffizient
ug  StorgroBe

und wu; zunidchst als White-Noise-Prozess,
so werden die Stationaritdt und insbeson-
dere die Varianzstationaritat von {y,} vor-
ausgesetzt. Anscheinend verlaufen die Va-

rianzen empirisch beobachtbarer Rendite-
verldufe aber zeitabhingig und abwech-
selnd in Phasen hoher und niedriger Vola-
tilitdt. Die Modellierung dieser Volatilitat
ist selbst einerseits etwa zur Bestimmung
des “fairen” Preises einer Option von zen-
traler Bedeutung. Andererseits beeinflusst
eine sich dndernde Varianz erheblich die
Schitzung der Koeffizienten ¢, des AR(p)-
Prozesses in (1).

Die Idee ist nun, auch die Zeitreihe der
StorgroBen {u:} zu modellieren:

Uy = Et\/;f (2)

unabhingig N(0;1)-verteilte
ZufallsgroBe zum Zeitpunkt ¢

mit ¢
und

of = ap+arui_ |+t amup_,, . (3)

Die Folge der StérgréBen {w;} in (1) wird
damit selbst als ein multiplikativer autore-
gressiver Prozess modelliert und heiBt auto-
regressive conditional heteroscedastic pro-
cess der Ordnung m. Ein ARCH-Modell be-
steht also aus zwei Teilen:

e dem Modell der Zeitreihe {y; } wie z.B.
in (1)

e dem Modell der StorgroBen {u;} wie
z.B. in (2) und (3)

Bei der Erweiterung zum GARCH-Modell
(generalized ARCH) beriicksichtigt man
zusatzlich die historische (bedingte) Vari-
anz 021,02 5 usw. Damit wird (3) zu

oy + awffl + -+ amuffm +
ottt B, (4)

2 _
oy =

Ein solches Modell heiBt GARCH(n,m)-
Modell.



Von  anderen nichtlinearen  ARCH-
Erweiterungen  wie dem  Integrated
GARCH-Modell oder dem exponentiellen
GARCH-Modell, die eine immer feinere
Modellierung der Varianz von wu; erlau-
ben, ist fiir die Finanzanalyse vor allem
das ARCH-in-Mean Modell (ARCH-M)
brauchbar. Dabei fiigt man die bedingte
Varianz o von u; als exogenen Einflussfak-
tor in das Modell der Zeitreihe {y;} ein.
Das ARCH-M erklart dann die erwartete
Rendite eines Investments nicht nur durch
die eigene Historie, sondern auch durch die
erwartete Varianz der StorgroBe. Simultan
kann also mit Hilfe eines ARCH-M ein
Modell fiir die erwartete Rendite, die
Volatilitdit und den Preis des “Risikos”
geschatzt werden.

Beispiel 1: simulierter ARCH-Prozess
Ein einfaches Beispiel [6, S. 139] fiir einen
ARCH-Prozess ist:

Ry =05R_1 +w (5)
Modell der Rendite (AR(1)-Prozess)
w = ey
hy = 1+0.7u? ;+0.5ul_, (6)
Modell der Volatilitit (ARCH(2)-Prozess)
Simuliert man das ARCH-Modell und im

Vergleich dazu den AR(1)-Prozess nach
(5), so zeigt sich folgendes Bild [6, S. 74]:

ARCH-ProzeB
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Aus den Werten des simulierten ARCH-
Prozesses sollen nun die Koeffizienten ei-
nes Modells geschatzt werden. Unterstellt
man einen einfachen AR(1)-Prozess wie in
(5), so liefert die Schitzung mittels ei-
ner gewohnlichen Regressionsanalyse den
Wert 0.669 — der wahre Wert betragt
0.5. Unterstellt man ein ARCH(2)-Modell,
so muss die Kleinste-Quadrate-Schitzung
(KQ) bedingt durch die Heteroskedastizitat
von {u;} bzw. {R;} korrigiert werden. Als
Schéatzwert ergibt sich 0.476.

Im Gegensatz zum reinen AR-Modell tritt
im ARCH-Modell sichtlich ein volatility clu-
stering auf. Weil dieses eine typische Ei-
genschaft realer Finanzmarktzeitreihen ist,
sind ARCH-/GARCH-Prozesse so populir.
Nichtlinearitdten konnen solche Modelle
aber nur im StorgroBen-Teilmodell und
nicht im Teilmodell der Zeitreihe {y;} er-
fassen.

Dafiir sind andere Ansidtze notig, wie et-
wa schwellenwert-autoregressive Modelle
(threshold autoregressive models, TAR).
TAR-Prozesse zeigen ebenfalls ein volati-
lity clustering, sind aber so komplex, dass
man sie in der Praxis nicht identifizieren
und schatzen kann.

Kointegration und Fehlerkorrekturmo-
delle

Das Konzept der Kointegration von Zeitrei-
hen und die darauf aufbauenden Fehler-
korrekturmodelle sind Werkzeuge der Fun-
damentalanalyse. Dabei wird die Zeitrei-
he einer abhingigen Variablen als Funk-
tion von einer oder mehrerer “kausal er-
klarender” Zeitreihen unabhingiger Varia-
blen modelliert. Durch die Arbeiten von
Engle und Granger [2, 4] ist diesen Verfah-
ren der Durchbruch gelungen.

Manchmal entwickeln sich zwei (oder meh-



rere; wir beschranken uns auf zwei) Zeitrei-
hen 6konomischer GroBen sehr dhnlich. Das
kann man vor allem dann beobachten,
wenn diese GroBen in enger substitutiver
Beziehung stehen, wie etwa die Preise einer
bestimmten Ware an zwei Handelsplatzen.
Die Differenzen der Preise auf beiden Mark-
ten sollten dann keine Struktur besitzen,
sondern einen reinen White-Noise-Prozess
darstellen. Bei systematischen, dauerhaften
Preisunterschieden wiirde man sonst die
Ware am einen Ort billig kaufen und am
anderen Ort teuer verkaufen — Okonomen
nennen solche Geschifte “Arbitrage”. Es
gibt also einen arbitragefreien, gemeinsa-
men Gleichgewichtspfad, an den die Preis-
verldufe gebunden sind.

Fiir die Definition von Kointegration brau-
chen wir formale Charakterisierungen sol-
cher Zeitreihen. Vereinfacht heiBt eine
Zeitreihe {x;} integriert von der Ordnung
0 (z ~I(0)), wenn {z;} stationar ist. Eine
Zeitreihe heiBt integriert von der Ordnung
d, wenn nach d-maliger Differenzenbildung
die transformierte Zeitreihe {A%x,} inte-
griert von der Ordnung 0 ist.

Regeln fiir lineare Zusammenhinge zwi-
schen I(0)- und I(1)-Reihen sind:

a) z ~ 1(0),2; = a+bx = z ~ I1(0),
z~1(1),2zs =a+bx =z ~I(1)

b) z ~ 1(0),y ~ 1(0), 2: = ax + by =
z ~ 1(0)

C) €~ I(l)vy ~ I(O)azt = ary + byt =
z ~1(1)
d) Im Allgemeinen gilt:

x ~ 1),y ~I(1),2 = azxy + by =
z ~1(1)

Gilt jedoch abweichend von d): z ~ I(1),
y ~ I(1), und existiert eine lineare Ver-

kniipfung 2 = m+ ax; + by, mit z ~ 1(0),
dann heiBen die Zeitreihen {x:}, {y:} ko-
integriert.

Ein Beispiel von Engle/Granger [3, S. 6]
zeigt, wie es zu diesem Sonderfall kommen
kann. Es seien

vy = AW+ Iy
ye = Wi+

mit Wt ~ I(].) und jtagt ~ I(O) Nach C)
gilt x4, y: ~ I(1), aber die Linearkombina-
tion

2 = xp — Ayy = Ty — Al

ist nach b) integriert von der Ordnung 0.
{z+} und {y:} sind also kointegriert, weil es
einen gemeinsamen I(1)-Faktor {W;} gibt
— den gemeinsamen “kausalen” Gleichge-
wichtspfad. Engle/Granger verallgemeinern
diese Aussage auch auf n Zeitreihen.

Ein weiterer Schritt gelang den beiden mit
dem Granger-Reprisentationstheorem: Ko-
integrierte Zeitreihenvariablen besitzen die-
sem Theorem zufolge auch eine Fehlerkor-
rekturdarstellung des Datengenerierungs-
prozesses. Umgekehrt sind Reihen, die von
einem Fehlerkorrekturmechanismus gene-
riert wurden, stets kointegriert. Seien also
x ~1(1), y ~ I(1) kointegriert, dann lassen
sich {x:} und {y.} darstellen gem3B

k
Azy = a1+ Zbliﬁﬂctﬂ‘
i=1
m
+ Z lildy—1 — dize—1 + €1
i=0
bzw.
k
Ay, = ag+ Y bylw

=0

m
+ Z C2iAYs—1 — dozi—1 + €24
i=1



mit z; = xy — Ay (Gleichgewichtsfehler;
kointegrierende Linearkombination). Setzt
man nun by;, ¢co; = O fiir alle 7 > 1, so
enthiillt sich eine bemerkenswerte Eigen-
schaft. Es verbleibt dann

Ay = ag + bagAxy — doze—1 + €94 .

Die Verdnderung einer (abhingigen)
Zeitreihenvariablen zum Zeitpunkt ¢ kann
somit als lineare Funktion der Verdnderung
einer  (unabhingigen)  Zeitreihenvaria-
blen in ¢t und dem Gleichgewichtsfehler
der vorhergehenden Periode dargestellt
werden. Bei kointegrierten  Variablen
ist wenigstens einer der Koeffizienten
dy,ds von 0 verschieden. Ein Teil der
zukiinftigen Verdnderungen kann also
mit Hilfe der bereits heute vorliegenden
Information vorhergesagt werden. Damit
folgt sofort, dass ein Markt, auf dem
kointegrierte Kursverldufe auftreten, nicht
informationseffizient sein kann.

Beispiel 2: Kointegration deutscher/US-
amerikanischer Aktienmarkt

Im zweiten Beispiel [6, S. 197] betrach-
ten wir den deutschen und den US-
amerikanischen Aktienmarkt. Zur Untersu-
chung einer moglichen Kointegrationsbe-
ziehung dienen die Morgan Stanley Per-
formance Indizes (MS) fiir den deutschen
(GR) und den US-Markt (US). Der Koin-
tegrationstest basiert auf 173 monatlichen
Beobachtungen von Januar 1978 bis Mai
1994, die wie in der folgenden Abbildung
[6, S. 198] zun&chst logarithmiert (L) wur-
den.

Es sieht so aus, als wiirde der deutsche Ak-
tienmarkt mit mehr oder weniger starken,
unsystematischen Schwankungen dem US-
Markt in seiner Entwicklung folgen. Mogli-
cherweise existiert ein gemeinsamer Gleich-
gewichtspfad?
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Im ersten Schritt einer Kointegrations-
priifung muss der Integrationsgrad der Rei-
hen LMSGR und LMSUS festgestellt wer-
den. Dies geschieht mit den iiblichen Tests
auf Stationaritat (Dickey-Fuller Test (DF),
Augmented Dickey-Fuller Test) fiir die lo-
garithmierten Reihen beziehungsweise fiir
deren n-te Differenzen. Im Beispiel kénnen
fiir die Reihen der ersten Differenzen bereits
schwach stationdre Prozesse angenommen
werden. Somit sind LMSGR und LMSUS
offenbar I(1)-Reihen.

Im n&chsten Schritt ist die kointegrierende
Regression nach

LMSGR; = o + LMSUS; + ¢;

zu schitzen. Die KQ-Schitzung der Koef-
fizienten ergibt & = 0.534 und B = 0.848.
Ob LMSGR und LMSUS kointegriert sind,
kann man daran noch nicht erkennen. Ko-
integration liegt vor, wenn die geschatzten
Residuen €; vom Integrationsgrad O sind,
also schwach stationare Prozesse. Als Test-
verfahren wird der DF-Test mit den fiir
geschatzte Residuen einer Regression ge-
eignet modifizierten kritischen Werten ver-
wendet, so wie sie etwa von Engle/Yoo [6,



S. 194] ermittelt wurden. Tatsichlich wer-
den diese kritischen Testwerte nicht ein-
mal auf dem 10%-Niveau erreicht. Eine Ko-
integration beider Aktienmarkte kann also
nicht angenommen werden.

Hatte man ein “besseres”, statistisch signi-
fikantes Testergebnis erzielt, so kdnnte man
anschlieBend die Fehlerkorrekturdarstellung
schitzen:

ALMSGRt = o+ ﬂ1 LMSUSt

+ B2 EMSGR;_1 + ¢

mit EMSGR;_; als den (geschitzten) Re-
siduen der kointegrierenden Regressions-
gleichung zum Zeitpunkt ¢t — 1. Fiir die Bei-
spieldaten ergibt sich ein Schitzwert von
32 = —0.048, der auf dem 5%-Niveau si-
gnifikant ist. Vielleicht liegt fiir den unter-
suchten Zeitraum also doch Kointegrati-
on vor — eine eindeutige Antwort gibt es
nicht. Reale Finanzmarktdaten sind eben
meistens nicht idealtypisch.

Fiir den Praxiseinsatz wiirde man — vor-
ausgesetzt, die Kointegrationsbeziehung ist
nachweisbar — jetzt noch die recht geringe
Erkldrungskraft des Modells (R? = 0.224)
durch die Hinzunahme externer Einfluss-
groBen zu steigern versuchen.

Reich werden mit Mathematik?

Der Weg zur “ersten Million* ist von Ro-
bert Engle und Clive Granger ein wenig
begradigt worden — dennoch ist er nicht
weniger steinig. Oder anders gesagt: Das
Verstandnis fiir die Funktionsweisen der Fi-
nanzmarkte wachst, die Schatzproblematik
bleibt. Finanzmarkte sind ziemlich unbere-
chenbar.

Engles Arbeiten helfen dabei, zufillige Ein-
fliisse in Datenreihen besser herauszufiltern
und so Trendentwicklungen deutlicher er-
kennbar zu machen. Granger hat Metho-

den entwickelt, mit denen beurteilt werden
kann, wann man aus dem Vergleich von
Datenreihen Schlussfolgerungen iiber Kau-
salzusammenhéinge treffen darf, und wann
man auf Scheinkorrelationen hereinfillt.

Grangers Verfahren sind fiir die Analyse ge-
samtwirtschaftlicher Zusammenhange von
groBer Bedeutung. Sie erlauben die Aus-
wertung der Menge aller 6ffentlich zugang-
lichen Informationen und kommen so unse-
rem naiven Verstandnis dessen, was Aktien-
kurse beeinflusst, entgegen. Methodisches
Manko sind nach wie vor die unterstell-
ten linearen funktionalen Zusammenhange.
Man braucht es nicht so dramatisch zu se-
hen wie John Maynard Keynes, der nichts
so unheilvoll fand “wie eine rationale In-
vestmentpolitik in einer irrationalen Welt".
Aber ein bisschen Kunst gehdrt neben all
der Wissenschaft auch dazu, um auf den
Finanzmarkten das groBe Geld zu machen
— so wie in der Mathematik eben.
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