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1. (5 Punkte)

(a) Esseiz =(1,3,5,1,1). Finden Sie ein y = (y1, Y2, Y3, Y4, Ys5) s0, dass y; # 0, y2 # 0,
ys # 0,44 # 0,y5 # 0 und y L x beziiglich des euklidischen Skalarprodukts auf R®.

(b) Es seien x = (2,4,0) und y = (3,3,1). Finden Sie ein z = (21, 29, 23) so, dass
z1 # 0, 29 # 0, z3 # 0 und sowohl z | x als auch z | y beziiglich des euklidischen
Skalarprodukts auf R3.

Losung :

Zu a)

Wir kénnen y aus dem 4 dimensionalen Raum, auf dem z senkrecht steht bis auf
die Einschréankung y; # 0 beliebig wihlen. Ein mogliches y ergibt sich also wie folgt.
Wihle y = (1,1,1, 1, y5), die Komponente y5 bestimmt sich nun aus der Forderung der
Orthogonalitdt x L y also (x,y) = 0:

(,y) =14+34+5+1+1-y5;=10+y; =0
alsoy = (1,1,1,1,—-10)

zu b) : Wir konnen eine Komponente von z frei wiahlen. Wir wihlen z; = 1. Dann
haben wir die bestimmenden Gleichungen:

(x,2) =24+420+0=0

und
<y,Z>:3+322+Z3:0
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und z3 = —2 und somit z = (1,

also 29 = 5



2. (5 Punkte) Finden Sie zwei Metriken auf R", die nicht &dquivalent sind, und begriinden
Sie Thre Auswahl (wenn Sie Thre Metriken geschickt wéhlen, lidsst sich die Aufgabe in
weniger als 5 Zeilen 16sen).

Losung :

Sei d; die diskrete Metrik auf R™ und ds die euklidische Metrik auf R". Beziiglich der
diskreten Metrik ist jede Teilmenge von R™ offen, also auch {0}. Jedoch ist {0} nicht
dy-offen, da zum Beispiel jede dy-e-Kugel um 0 den Punkt y := (€/2,0,...,0) # 0
enthélt. Da somit {0} offen beziiglich d; ist, jedoch nicht offen beziiglich ds, sind d;
und dy nicht dquivalent.

3. (b Punkte) Zeigen Sie, dass die Funktion
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stetig auf R x R ist.
Losung :

Die Funktion h(z,y) = 2% + y? ist stetig als Summe von Monomen, somit ist fiir
(z,y) # (0,0) ihre Verkniipfung mit der Funktion g(z) = £ cbenfalls stetig. Analoges
gilt fiir die Verkniipfung exp(—g(h(z,y))) fiir (z,y) # (0,0). Somit ist f auBerhalb von
(0,0) stetig als Produkt stetiger Funktionen.

Um die Stetigkeit in (0,0) zu zeigen geniigt es zu beweisen, dass fiir alle Folgen
(Tn,yn) € R, (zp,y,) — (0,0) fir n — oo gilt lim, .o f(zn,yn) = f(0,0) = 0.
Fiir eine beliebige solche Nullfolge (z,,y,) ist
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Geht nun (z,,y,) — (0,0) verschwindet der erste Term im Nenner und die Reihe
Y opes m (m)lC wichst tiber alle Schranken. Der Ausdruck (2) geht also von oben
gegen Null. Somit f(z,,y,) — 0 fiir n — oco. Etwas einfacher sieht die Funktion f
aus, wenn wir bemerken, dass 2% + y? genau das Quadrat des euklidischen Abstands

vom Ursprung ist. Ein Wechsel auf Polarkoordinaten r € R, ¢ € [0,27) mit x =

rcos¢, y = rsin¢ fihrt also zu f(r,¢) = f(r) = T%e_r%. Die Argumentation lduft in

diesem Falle jedoch genau so wie oben.



4. (5 Punkte) Sei wie auf Blatt 6 Aufgabe 4 X der reelle Vektorraum der reellen Folgen,
die schliefllich konstant Null sind, das heifit, eine reelle Folge x = (,)nen, @n € R fiir
alle n € N, ist genau dann ein Element von X', wenn es ein N € N gibt mit z,, = 0 fiir
alle n > N. Fiir © = (2,,)neny € X und y = (yn)neny € X konnen wir ein Skalarprodukt

durch .
(x,y) == anyn
n=1

definieren.
Zeigen Sie, dass die Folge (z*)rey in X mit

(3)

n

o (1/2)™ firl1 <n <k,
0 fir n > k

beziiglich der vom Skalarprodukt induzierten Norm eine Cauchyfolge in X ist (geome-
trische Reihe!), die in X nicht konvergiert. Dies zeigt, dass X nicht vollstindig (also
kein Hilbertraum) ist.

Losung :

Sei || - || die vom obigen Skalarprodukt induzierte Norm auf X. Fiir k,l € N mit [ > k
rechnet man

e Set-ar- (<)) - £ ()

T -(E0))-(Z0)) -2
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Also gilt ||2* — 2! < a mit ay := 2/(2"V/3), also a;, — 0 fiir & — oo. Daraus folgt,
dass (2%)pen eine Cauchyfolge ist: Zu jedem e > 0 gibt es ein N € N so, dass a; < €
fiir alle k > N. Sind k,1 > N, so ist ||2* — 2| < Amin{k,1} < €

Sei nun y = (Y, )nen € X beliebig. Dann gibt es N,, € N so, dass y,, = 0 fiir alle n > N,,.
Also ist fiir alle k > N,:
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Da diese Zahl von k unabhiingig ist, kann ||z*¥ — y|| nicht gegen Null konvergieren,
also kann (2%),ecy nicht gegen y konvergieren. Da y € X beliebig war, ist gezeigt, dass
(2%)ren in X gar nicht konvergieren kann.



