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1. (5 Punkte) Betrachten Sie die folgenden zehn Funktionen und untersuchen Sie, wel-
che der Funktionen konvex, streng konvex, konkav, streng konkav sind (dabei kénnen
mehrere Eingenschaften gleichzeitig zutreffen oder auch gar keine). Fertigen Sie eine
Tabelle an, in der Sie fiir jede Funktion und fiir jede Eigenschaft eintragen, ob sie erfiillt
ist. Hier brauchen Sie keine Beweise angeben, sodern nur die Ergebnisse eintragen.

fi: R— R, fi(x) == a*,
fo:]=1,00[—R, fo(z) =17,
fs: R — R, fs(z) = ¥z,
fi: R—R, fulx) = a?,
f5: Rf — R, fs(z) == 2?,
fe: [0,27] — R, fe(x) := cos(x),
fri] g,g] — R, fr(z) := cos(z),
fs o [m21] — R, fs(x) := sin(zx),
5 fir z = —1,
fo: [-1,1] — R, fo(x) =< —x fir—-1<z<l,
5 fir x =1,

3 fir x =0
c RS R, = ’
fro: Ry — fiol@) {—1‘3 fir x > 0



Losung :

konvex | streng konvex | konkav | streng konkav
J1 + + - -
f2 + - + -
E - - + +
Ll - - -
f5 + + - -
o] - - -
J7 - - + +
Js + + - -
o | ¥ - - -
ol — - - -

Tabelle 1: Losung zu Aufgabe 1

2. (5 Punkte)

Zeigen Sie, dass die Funktion

Y

f RxR—R, f<x7y>:={5“’ fiir (z,y) = (0,0),

in (0,0) nicht stetig ist.
Losung :

Wire f in (0,0) stetig, so miifite fiir jede Nullfolge (z,,y,) — (0,0) gelten
F(@n,yn) — £(0,0) = 0 fiir n — oo. Wihlen wir hierzu (2, y,) = (1, 2), was offenbar
gegen (0,0) konvergiert. Jedoch ist

f(xnvyn): 1 . 1 :—7&0

Somit ist f nicht stetig in (0, 0).



3. (b Punkte)

Es sei I C R ein offenes Intervall und f : I C RU{—00, 00} — R eine differenzierbare
Funktion und die erste Ableitung f’ von f sei beschrénkt, sup,; | f'(z)| < oo.

Zeigen Sie, dass f lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L = sup,.; |f'(x)] ist.
Hinweis: Benutzen Sie den Mittelwertsatz.

Losung :

Seien x,y € I und £ €]z, y[. Der Mittelwertsatz liefert

() = F)l = 1F(Ollz —yl < sup 1l =yl

Wihlen wir L = supg.;|f'(§)| folgt, dass f lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante
SUpee |1/(6)] ist.

4. (5 Punkte)

Es seien (X, || - ||x) und (Y;]| - ||y) normierte Vektorrdume sowie A : X — Y linear
und stetig. Man nennt den Ausdruck

JAl = sup {lA(@)]ly : = € X und [le]x = 1}, 1)

die Operatornorm von A. Es ist ||A]| < oo, auflerdem erfiillt | A|| die iiblichen Eigen-
schaften einer Norm (kein Beweis erforderlich).

Betrachten Sie nun die durch die Matrix G ; g) gegebene lineare Abbildung

AR —R*, A(x) = Ax

(a) Berechnen Sie die Operatornorm von A fiir den Fall, dass R? und R® mit der
1-Norm, ||yl = |y1| + |y2| bzw. ||z||1 = |z1| + |z2| + |2z3|, versehen werden.

(b) Berechnen Sie Operatornorm von A fiir den Fall, dass R? und R? beide mit der
max-Norm, [[¢/|lmax = max{|ys], [y2|} und [[#[lmax = max{|a:], 25|, [23]}, versehen
werden.

Hinweis: Schétzen Sie ||A| jeweils klug nach oben und unten ab.



Lésung : (a) Sei x € R mit ||z]|; = |z1| + |z2| + 3] = 1. Dann ist
[A(@) [y = 2|1 + 22 + 3ws| < 6][z]); = 6 (2)

also ||A|| < 6. Betrachten wir nun den Vektor (0,0,1). Es gilt |[(0,0,1)]]; = 1 und
|A0,0,1)||1 = |I(3,3)]]1 = 6. Da ||A|| die kleinste obere Schranke von ||A(z)||; auf
allen Einheitsvektoren ist, muss also auch gelten ||A|| > 6 und somit ist ||A|| = 6.

(b) Sei z € R® mit ||#||max = max{|z1], |22/, |23} = 1. Dann ist
HA(QJ)“max = ‘33'1 + 2512'2 + 3$3| < 6“£Hmax = 6, (3)

also ||A]] < 6. Nehmen wir nun den Vektor (1,1,1). Es gilt ||(1,1,1)||max = 1 und
|A(L, 1, 1)||lmax = ||(6,6)||max = 6. Es ist also auch ||A|| > 6 und somit ||A|| = 6.



