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1. (5 Punkte)

(a) Essei f: R — R, f(x) :=exp(z), g : R — R, g(x) := —2% — 2. Geben Sie
explizite Formeln fiir (f 4+ g)(x), (fg)(x), (f/g)(x), max(f, g)(z), min(f,g)(x),
g (), g (z), (go f)(z) und (f o g)(x) an.

(b) Wie lauten die Koordinatenfunktionen von
fiRP— R f(z,y,2) = (y2°, exp(—y2?), |z +y+2]) ?

Losung :

(f +9)(x) = exp(z) — 2% — 2 (1)
(f9)(z) = —exp(z)(2® 4 2) (2)
exp(z)

(fl9)@) = —5 (3)
max(f, g)(z) = exp(x) (4)
min(f, g)(z) = —2* — 2 (5)

g (x)=0 (6)
g (x) = 2 +2 (7)
(g0 f)(x) = —(exp(x))? — 2 (8)
(f o g)(x) = exp(—2”® —2) (9)

(b) Die Koordinatenfunktionen erhalten wir durch Projektion, also

f1<=73,y72> = (7T1 o f)(l’,y,Z) = ylﬁ
Falw,y,2) = (w20 f)(@,y, 2) = exp(—y2?)
fg(l’,y,Z) = (71—3 © f)(xvyv Z) = |:L‘—f—y—|—Z|3



2. (5 Punkte)

Bestimmen Sie fiir jede der folgenden drei Funktionen, ob sie im angegebenen Punkt
¢ einen Grenzwert besitzt und beweisen Sie jeweils Thr Ergebnis.

(a) f:]0,00[— R, f(z) :=cos(1l/x), £ :=0.
(b) f:]0,00[— R, f(x) :=zcos(l/x), £ := 0.
(c) f: R —R3 f(r,¢,0):= (rcos¢sind, rsingsind, rcosd), &:=(0,0,0).

Losung :

Zu (a)

Fiir k € N setze x;, := 1/(km + ) und y,, := 1/(2kn). Dann sind (2)reny und (Y )ren
Folgen in R* mit limy_, o 2 = 0 und limg_o yx = 0. Andererseits gilt limy_.o, f(xy) =

limy oo cos(km + ) = 0 und limy_o f(yx) = limy_.o cos(2km) = 1. Da die Folgen
verschiedene Grenzwerte haben, existiert der Grenzwert von f(x) fiir  — 0 nicht.

Zu (b)
Sei (zp)ren eine Folge in R mit limy o xp = 0. Aus —1 < cos(1/x;) < 1 fiir alle
k € N folgt limy_ oz cos(1/xy) = 0, also limy_,o f(xx) = 0. Somit ist 0 Grenzwert
von f(x) fir x — 0.
Zu (c)
Seien (7g)ken, (O )ren, (Ok)ren reelle Folgen mit limy o 7, = 0, limg_oo ¢ = 0
und limy_,, 0 = O.
Dann folgt
klirn sinf, =0, klim cosf, =1

lim singp =0, lim cos¢gp =1
k—o0 k—o0

also limy,_ . 7 cos 6, = 0 und limy_,o 7 Sin ¢y, cos 0, = 0, sowie auch
limy,_, oo 7% OS @, sin Oy, = 0, also insgesamt limy_.o f(7x, Ok, 0x) = (0,0,0).
Somit ist (0,0,0) Grenzwert von f(z) fiir z — (0,0,0).

3. (5 Punkte)

Zeigen Sie durch Benutzung von Sétzen aus der Vorlesung, dass die Funktion

[ R —R, f(z,y,2) := In(1+ /|2y + 2|), stetig ist (dabei diirfen Sie die Stetigkeit
der eindimensionalen Funktionen t + Int, t +— +/t (t > 0) und ¢ ~ |t| ohne Beweis
benutzen).
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Lo6sung:
- Das Polynom P : (x,y,z) — xy + z ist stetig als Summe von Produkten von
Monomen.
- Wir haben somit, dass | - | o P als Verkniipfung stetiger Funktionen stetig ist.

- Da |zy + z| > 0 ist y/|zy + z| definiert und als Verkniipfung stetiger Funktionen
wieder stetig.

- Die konstante Funktion 1 ist stetig, somit ist die Summe 1+ /-0 |- | o P wieder
stetig.

- Da 1+ y/|zy+ 2| > 0, ist der In hiervon definiert und somit die Verkniipfung
Ino(l4++/ o] | o P) wieder stetig,
also ist f: R® — R, f(x,y,2) = In(1 + /|zy + 2]|) stetig.
. (5 Punkte)

Zeigen Sie, dass die Funktion
f:R+—>R7 f(x):\/g

gleichméiBig stetig auf Ry ist. Anleitung:

Zeigen Sie zunéchst, dass \/|z — y| < v/z + /y fiir beliebige ,y € R*, und benutzen
Sie diese Ungleichung dann, um zu beweisen, dass fiir € > 0 aus |z —y| < § := €2 folgt,

dass [y/x — \/y| < e
Losung:
Zum Beweis der Ungleichung seien x,y > 0. Dann gilt
(x—y) =2 =20y +y* < (x +y)* < (v + 23y +y)*.
Wurzelziehen liefert
z —y| <z +2yxy+y= (o +y)

Erneutes Wurzelzichen liefert /|2 —y| < /& + \/y. Sei nun ¢ > 0, § := €* sowie
z,y € RT. Fiir |[x — y| < ¢ folgt

B NN | NA el 1A | — .
1) = £ = Wi = il = i e = IR ] < V=

was die gleichméflige Stetigkeit von f beweist.




