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1. (5 Punkte)

Gegeben seien wie auf dem letzten Blatt

f: R2—>R27 f(xvy) = ('I_y7'ry2)7
g: R* — R? g(z,y) = (¢*Y, sinz cos y?).
Geben Sie die Abbildung g o f an und berechnen Sie daraus unter expliziter Benutzung der
mehrdimensionalen Kettenregel (Theorem 2.28) D(g o f)(z,y).
Losung: Esist go f: R? — R? mit
(g0 )@,y) = g(f(z,9)) = gz — y,2y”) = (™" sin(x — y) cos(2”y")).
Es ist nun

D(go f)(z,y) = Dg(f(z,y)) - Df(z,y) (1)

Dabei berechnen sich die entsprechenden Grofien wie folgt.

Df(z,y) = Je(z,y) = (yl2 2_56;)

und 2 2
2xye” Y 2™y )

Dy(x,y) = =
9(@,y) = Jy(z,y) (cosxcos.y2 —2y sin z sin y?

Insgesamt haben wir fiir (1) also:

D(go f)(z,y) = Dg(f(z,y)) - Df(z,y) =
x — ) rylelE—v) wy? x — y)2el@—v)2y? —
_ (2( y)zy (z —y) ) (1 1) _

cos(z —y) cosz?y*  —2wy?sin(z — y)sin(z?y?) ) \y? 2zy
(322 — dzy + y?) y? elz—v)*zy? 2zy(x? — 3zy + 2y?) elz—v)*zy?
cos(z — y) cos(xy?) — 2zy* sin(x — y) sin(z?y?) — cos(z — y) cos(z?y*) — 4a?y?® sin(x — y) sin(2?y?)



2. (5 Punkte)

Sei G C R” offen und konvex, n € N und f : G — R differenzierbar auf GG. Es gebe ein
M € R, so dass fiir alle i = 1,...,n und alle £ € G gilt |g—a{;(5)| < M. Zeigen Sie, dass f
lipschitzstetig auf G ist.

Losung : Seien z,y € G. Da f differenzierbar und G konvex ist, konnen wir den Mittel-
wertsatz anwenden. Wir haben somit (mit entsprechendem ¢):

[f(2) = F) = V) (z —y) < Z \gi(f)llxz — il < Mllx —ylh

Somit ist f lipschitzstetig beziiglich der 1-Norm, mit Lipschitzkonstante M. Da alle Normen
auf R™ dquivalten sind, ist f auch in jeder anderen Norm auf dem R" lipschitzstetig, jedoch
mit einer anderen Lipschitztkonstante.

3. (5 Punkte)

Berechnen Sie die Ableitung der Funktion F': R — R, F(z) = sin(2? + sin z cos %x) unter

Benutzung der mehrdimensionalen Kettenregel. Hierzu zerlegen Sie F als F'(x) = (f o g)(z)
22

mit f:R* — R, f(x,y,2) =sin(z +yz) und g : R — R3, g(x) = [ sinz

COS 2(L’

Losung : Wir haben

DF(z) = D(f o g)(z) = Df(g(z)) - Dg()
Berechnen wir also zunéchst

Df(x,y,z) = (cos(x + yz), z cos(z + yz),y cos(x + yz))
2z
Dg(zx) = COS T
—2cosxsinx

Somit ergibt sich

DF(z) = Df(g(z)) - Dg(x) = cos(z* + sin x cos z)(2x + cos® x — 2 cos zsin® 1).

Wir kénnen unser Ergebnis leicht iiberpriifen, indem wir DF(z) = L F(z) direkt berechnen.

4. (5 Punkte)

Essei f: R — R, f(z) = €*. Berechnen Sie die lineare Abbildung Df(z) : R — R an den
Punkten z = 0, x = 1 sowie 2 = —1 und skizzieren Sie jeweils den Graphen von D f(x).

Losung auf der néchsten Seite.



Losung : Aus der Definition der Differenzierbarkeit haben wir
fle+h) = f(x)+ Df(x)-h+o(lh])
Gemeint ist hier also die lineare Abbildung
Df(x):R— R, Df(x)-h=¢€"-h

Beachten Sie, dass = ein Label fiir die unterschiedlichen Abbildungen ist (fiir jedes x eine
andere) und A die Variable. Wir haben somit fiir die angegebenen z-Werte:

Df(-1)h=e"'h

Df(0)h =h
Df(1)h=eh

Die Abbildung zeigt die Graphen von D f(z) fiir z = —1 (beige), = 0 (blau)
und = =1 (rot):




