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Mathematik I fiir Physiker

Musterlésung der Probeklausur 2

Aufgabe 1:

(a) Wir stellen zunéchst ¢ in Polarkoordinaten dar: Wegen |i| = 1 miissen wir nur ein
¢ € [0,2m) finden, so dass i = ¥ = cos(p) + isin(p), so dass also cos(p) = 0 und

sin(¢) = 1 ist. Die einzigen Nullstellen des Cosinus im Intervall [0,27) sind Z und 3.

Wegen sin (27) = —1 ist also ¢ = Z und somit i = e™/2.

Damit erhalten wir (v/3 +4)® = v/33 + 3v/3% 4+ 3v/3i> +i® = 9i — i = 8 = 8¢"/? und
2i = 2¢/2 und somit: ,
(\/3—}—2)3 - 86177/2
2 2ein/2

=4 = 4™

(b) Wegen (v/3 +i)? = 8¢"™/2 muss v/3 41 = 2™ sein, so dass (™) = 3% = ™2 ist,

so dass also 3¢ = 7 + 2wk fiir ein k£ € Z ist. Damit kommen fiir ¢ die Werte %, £ + %7‘(‘

und % + %’/T in Frage. Da Real- und Imaginérteil positiv sind, muss 1 € (0, §) liegen, also
bleibt nur ¢ = %. Es folgt:

22(\/5 +i) = 2ei™/2 . 2616 = 4i5T = 4ei5T

Aufgabe 2:

(a) Fiir alle z € R ist nach der binomischen Formel

i (2:)96’“: I+2)" =(1+2)")" = ( y (;>xm>2

k=0 m=0

Auf beiden Seiten steht ein Polynom in x. Der Koeffizient von 2" ist auf der linken Seite
(2:) und auf der rechten Seite, wenn man ausmultipliziert:

)M 20):

Leiten wir also die linke Seite n-mal ab und setzen = = 0 ein, erhalten wir n! - (2:). Auf
der rechten Seite erhalten wir n!-> 7, (Z)2 Folglich gilt:

C)-20)



(b)  Induktionsanfang fir n = 0 zn:k NS ek A U
nauritronsanyan ur n = vu: xr = =T —
J £ 1-22 11—z

Induktionsschritt von n nach n + 1:

n+1 n 1 — g™ nl,n—i—l
k ko _ k k 1 n+l _ o 1 n+1
Zm Zx+(n+ ) x(l—x)Q 1_x+(n—|— i
k=0 k=0
1—2®  nz" (n+ 12" (n+4 1)z
= xr — + —
(1—2)2 11—z 1—x l1—x
oz —amt! N et (n+ 12" x -2 (n41)a"t?
(-2 1-2 -2  (1—x)2 l1—x
1—2"™ (n+1)a"
= xr _
(1 —x)? l—x
Aufgabe 3:
(a)
6+9 4n? 6
(n+ 1) cos <—i—2nn——:L2n7T) = (n+1)cos (2; ZT&' + 2n7r)
(n+1) Lo 2rio
= (n cos T+ -7+ 2nw
2n + 2 2
7r
- 1 T
(n+ 1) cos (2n—|—2 + 2)
o cos(5+g) —cos ()
2 27:1—2
Dies konvergiert fiir n — oo gegen Teos' (Z2) =L
2 2 2

(b) Da der Sinus stetig ist, ist lim,_oosin ( — ) = sin () # 0, also ist die Folge der

Summanden keine Nullfolge. Daher divergiert die Reihe.

Aufgabe 4:
(a) Wir benétigen die ersten drei Ableitungen:

fl(z) = 322"
f(x) = 6xe” + 95" = (62 + 9zt)e””
(@) = (6+362°)e” + (6 + 92?) - 322%™ = (6 + 542> + 272%)e®

Das Taylorpolynom ist also:

fQ0) o f0) 1, f'(0) 5  f"(0)
T TR TR T

2=1+23

T3(f> O)(l’) =



(b) Da f eine gerade Funktion ist, sind ungeradzahlige Ableitungen ungerade, verschwin-
den also im Nullpunkt. Es ist also f/(0) = 0 und wir miissen nur noch die ersten beiden
Ableitungen berechnen:

2z 2(1 + 2?) — 4z - 2x
/ _ " — _
f(ill') - (1+l’2)27 f (l’) (1+I2)3
Das Taylorpolynom ist also:
fO) o O+ f0) o f"(0)
T5(f,0)(z) = ol 20+ T ot + 5 4+ 3 P =1-2?
Aufgabe 5:
(a) Esist 9 = —sintund 0 =cosZ =cos (5 4+ ) = cos? T —sin® T = 2cos? T — 1, also
cos | = \/LE (denn zwischen 0 und 7 ist der Cosinus positiv), also:
w/4 w/4 1 % 1 1 1
/ tantdt = / (——) (—sint)dt = / ’ (——) dz = / —dz
0 0 cost 1 z X
vz
1 In2
= Mna], 5=l -In—==Iv2=—"
nz];, 5 =1n n 7 nv2 5

(b) Wir integrieren partiell:

/Oat:%e‘tdt = /Oa(_tg)(_e_t)dt - [_tge_t}g—/oa(—w)e‘tdt

= —a’e™” —/0 3t?(—e )dt = —a’e ™ — [Btze_t]g +/0 6te”'dt

= —abe™" —3a*e +/ (—6t)(—e~")dt
0

= —a’e™® —3a%e " + [—6te‘t]g - /0 (—6)e"dt

= —ad%e " —3a%e ™ — 6ae " — [Ge_t}g = —a’e ™ —3a% " — 6+ 6

Dies konvergiert fiir a — oo gegen 6, also ist der Wert des uneigentlichen Integrals 6.

Aufgabe 6:

Wir zeigen, dass fiir jedes a € R der links- und rechtsseitige Grenzwert existieren. Da die
beiden Félle vollig analog sind, betrachten wir nur den linksseitigen.

Weil g eine Regelfunktion ist, existiert [ = lim, ~, g(). Fiir jede Folge (2, )nen in (—00, a),
die gegen a konvergiert, gilt also [ = lim,,_., g(x,). Wegen der Stetigkeit von f folgt daraus
f() = limy oo f(g(70))-

Wir haben also gezeigt, dass fiir jede von unten gegen a konvergente Folge (z,,),en die Folge

0 g(xy))nen gegen onverglert. Also gilt auch lim, », f o g(x) = . Insbesondere
[) k i Al il h lim, - [). Insb d
existiert der linksseitige Grenzwert bei a.



