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1 Die Funktionen auf R? und C

R2 =~ C denn 3 bijektive Abbildung

p:R? — C
(r,y) = x+iy
(Re z,Im 2z) <« =z

1.1 Differenzierbarkeit und Holomorphie

g: D(g) — R?: Differenzierbarkeit punktweise in (a,b) € D(g) C R?
f: D(f) — C: Holomorphie nur auf offenen Mengen D = D(f) C C

Sei € = (z,y). g differenzierbar in & = (a,b) :

0 0
9(6) = gl60) + 5 (E0) (= a) + F1(E) (v =) + R(E) | ~ &l
mit 5li_}ng0 R(¢) =0.
Sei z =z 41y, z=ax —1iy. f reell diffbar in zg =a+ib:

f22) = fz) + L) (e —z) + 2

92 55 (%0) (2= 20) + R(2,2) |2 — ]

mit lim R(z,z) =0.

Z—20
e f heifit komplex diffbar in 2y € D :
f reell diffbar mit a—{ =0 in 2
0z
Sei f(z,y) = u(z,y) +iv(z,y)

e f komplex diffbar in zg € D :
f reell diffbar und Cauchy-Riemann DGL sind in zg erfiillt, d.h.

ou ov ou ov

or 8y Ay oz
e [ heiit holomorph in D, d.h. f € O(D) : f komplex diffbar Vzy € D.



1.2 Identitatssatz

Seien f, g in D C C holomorph. Sei f = g auf einer Teilmenge von D mit Haufungspunkt in D.
Dann ist f =g in D.
(Der Satz gilt auch fiir f, g in D meromorph.)

Merkregel: Finde Darstellung /verifiziere Formel auf einer Teilmenge von C.
Falls f holomorph in C = Identitéitssatz = Darstellung /Formel gilt auf C.

Folgerung: Die Nullstellenmenge einer holomorphen Funktion f # 0 ist diskret (und abgeschlossen).

1.3 Potenzreihen

o0
Die Potenzreihe Y a, (z —29)" definiert innerhalb des Konvergenzkreises |z — zg| < R eine holomorphe Funktion

n=0
f. (Die Reihe ist lokal gleichmiifiig absolut konvergent V z mit |z — z9| < R.) R heifit Konvergenzradius.

(fn)nen lokal glm. konv. in D: zu jedem z € D 3 Umgebung U(z) C D : (fn)nen konvergiert glm. in U(z),
dh. IN: |fo(z) = f(2)] <e YzeU(z) Yn> N.

R = liminf |an\_1/"
n—oo

Fallsa, #0 Vn > Ny :
R = lim

n— oo

falls dieser Limes existiert.

An 41

Umgekehrt kann jede holomorphe Funktion lokal als Potenzreihe dargestellt werden:
Sei f holomorph in D C C.
— fiir zg € D ist

f(z) = Zan(zo) (z — z)" fiir alle z € U(z9) C D
n=0
mit R = dist(zg, C\D) (Taylorentwicklung). Es ist

() (4 % £(n)(,
anlzo) = ToELan g = T e
| >

Insbesondere: Die Folge der Partialsummen (.S, )nen,

Sn(z) = Z ar (z — 2)* (= Polynom in z)
ist fiir |z — 20| < R glm. konvergent,
d.h. f(2) ist gleichmiiBig durch Polynome approximierbar:

|f(z) = Sn(2)| <€ fir n > N und z € By,
By ={z€C: |z—z| < R}.

Eine Potenzreihe ist innerhalb des Konvergenzkreises beliebig oft komplex diffbar = jede holomorphe Funktion
ist beliebig oft komplex diffbar (dies gilt nicht im R?!)



2 Komplexe Integration

[Yf(z) dz

2.1 Wege in C

Weg + ist eine stetige Abbildung von [a,b] C R nach C, d.h. 3 Parametrisierung
~(t): t € [a,b].

Sei v stetig diffbar auf [a, b] (bzw. geeignete Zerlegung des Weges falls v stiickweise stetig diffbar, d.h. glatt). Dann

’ dy(t) -
dz = t)) ——= dt Substitut 1!
/Wf(z) z /a fv(@) o (Substitutionsregel!)

dvy

b
Linge des Wegs: L(v) = /\dz| = /
¥ a

Fiir alle f € O(D) mit F/ = f in D und alle glatten (d.h. stetig differenzierbaren) Wege ~ : [a,b] — D gilt
[ 1) &2 = Fae) - Fo)
.

(Wegunabhéngigkeit des Integrals).

2.2 Mehrdeutige Funktionen: Logarithmus und Wurzel

Definition: I(z) heiBt Logarithmusfunktion, wenn e!(*) = 2.

I(z) = In(z) + 2mim, meZ
In(z) mit —7 < Im In(z) <7 (=:Log z) heiit Hauptzweig (oder Hauptwert) des Logarithmus.

Konstruktion einer eindeutigen Funktion:
Es wird eine Familie von Bildebenen eingefiihrt (eine sog. Riemannsche Fliche), worauf die Funktion eindeutig ist.

Zu ihrer Konstruktion bestimmt man die Pole/Verzweigungspunkte der Funktion und verbindet sie (d.h. man legt
Verzweigungsschnitte).

Logarithmus hat Pole bei z = 0 und z = co = Verzweigungsschnitt = negative reelle Achse R_ mit Nullpunkt.

Da I(z) unendlich vieldeutig ist, besteht die Familie von Bildebenen aus unendlich vielen Kopien der Grundebene

C.

Bildliche Darstellung als sog. Uberlagerung:

Riemannsche Fliiche 1(z)
N 1 exp (Projektion)
Grundebene z

Aufschneiden der 1.Ebene lings R_

Verkleben mit der 2.Ebene lings R_ (oberes Ufer der 1. Ebene mit unterem Ufer der 2.Ebene), so dafi man bei
einem Umlauf um 0 automatisch auf die 2.Ebene kommt (dort ist I(2) = In(z) + 27i).

Fahre mit Verkleben so fort, bis je zwei aufeinanderfolgende Ebenen miteinander lings R_ verklebt sind.

Auf der m-ten Ebene ist I(z) = In(2) + 27i(m — 1) eindeutig.



Zur Quadratwurzel g2(z) = 2:

Diese Funktion hat einen Verzweigungspunkt (keinen Pol) in z = 0, und einen zweiten in z = oo (der auch Pol ist).
Der Verzweigungsschnitt ist wiederum R_ U {0}.

g% hat zwei Zweige: g2(2) = 2z = ze*™ damit g1(2) = /2, g2(2) = Vze™ = —\/z.

Das heif}t, die Familie der Bildebenen besteht aus 2 Kopien der Grundebene (die Riemannsche Fléche ist " zweiblatt-
rig”).
Bildliche Darstellung:
Riemannsche Fldche +z
1 g

Grundebene z

Eine in C\{0} holomorphe Funktion f, die in 0 einen Verzweigungspunkt besitzt, kann in 0 nicht in eine Potenzreihe
(Taylorreihe) oder Laurentreihe entwickelt werden.

An deren Stelle tritt die Puiseux-Reihe:

oo

flz) = Z e (09 2™k =1, m

k=—o0
0 = €2™/™ primitive Einheitswurzel, m = Verzweigungsindex (= Zahl der Bildebenen) = 2 fiir die
Quadratwurzel.

2.3 Umlaufzahl

Sei v: = 7][a,t], a <t <bein Weg. Definiere

dz
1(t) = lo +L — =h+ In 2|7

Fiir Iy = In~y(a) ist I(t) = Inv(¢) eine Logarithmusfunktion von ~(¢).

In Polarkoordinaten y(t) = r(t) ) = 1(t) = Iny(t) = Inr(t) + ip(t)
= Iml(t) = p(t) heifit Argument von ~(t).

Ist 7 : [a,b] — C die mehrfach durchlaufene Kreislinie um den Ursprung, so wird jedem ~(¢) eindeutig ein Integral
I(t) zugeordnet.

1 d
Umlaufzahl v(y) := o Im / ¥ ¢ 7 falls ~ geschlossener Weg.
v y 2

Verallgemeinerung der Umlaufzahl fiir ag € C:

1 d 1 d
v(y;ap) = — Im / S — / i (wird auch Indexfunktion genannt)
2w 5 Z—ag 2w J, 2 —agp

Im Beispiel des Logarithmus ist ag = 0 der Ursprung.
Ein geschlossener Weg v heifit in G C C nullhomolog, falls
v(y;a9) = 0 Y agp € C\G.

Ist in G jeder geschlossene Weg nullhomolog, so heifit G azyklisch (= homologisch einfach zusammenhéngend).
Beispiel: konvexes Gebiet, sternformiges Gebiet (darf keine Locher haben).



2.4 Cauchyscher Integralsatz

Sei f holomorph in D und sei v nullhomolog in D. Dann ist

L f(z)dz = o.

Ist D azyklisch (z.B. sternférmig), so ist / f(z)dz = 0 fir alle geschlossenen Wege v in D.
v

2.5 Residuensatz

Sei a (nicht wesentliche) isolierte Singularitit einer holomorphen Funktion f (d.h. a ¢ D(f)).
dn

Residuum Res (f;a) = 7 m o (z—a)""' f(2)), n =0,1,... falls dieser Limes existiert.

Hat f bei a die Form é, soistn =~k — 1.
(z —a)*
Fiir Pol erster Ordnung: Res (f;a) = lim (z —a) f(2) (n=0).

z—a

1
Sei a (beliebige) isolierte Singularitit von f = Res(f;a) = a—1 = 57 / f(z)dz (v = geschlossener Weg in
T
~

punktierter Umgebung von a, a_; = Koeffizient von 1/(z — a) der Laurentreihe um a).

Residuensatz:
Sei G C C offen, sei f in G holomorph bis auf isolierte Singularitéten. Sei v nullhomolog in G und |y| enthalte
keine Singularitidten von f. Dann gilt:

[1@dz = 2mi Y Res(fizo) viriza)
v 20€G\|7]
Residuensatz fiir nichtgeschlossene Kreiswege:

Sei y(t) = 20 + re®, t € [a,B]. fseiinD:={2€C:0 < |z— 2| <7+ €} holomorph, ¢ > 0. Sei 29 Pol 1.
Ordnung von f. Dann ist

/ f(z)dz = i(B - ) Res(f: z0)

(Fiir 1 geschlossenen Umlauf ist 8 — o = 27).
v darf deformiert werden, solange dabei keine weiteren Singularitdten von f iiberstrichen werden.

2.6 Aquivalenzen fiir einfach zusammenhingende Gebiete G C C
und die dort holomorphen Funktionen

Folgende Aussagen sind #quivalent fiir G C C offen und f € O(G):

(1) G ist (homologisch) einfach zusammenhéngend.

(2) Jeder geschlossene Weg v in G ist nullhomotop in G
(d.h. es gibt eine Homotopie H, die 7 stetig in den Nullweg 7o iiberfiihrt
mit yo(t) := 20 € |y| V¢ € [a,b]).

(3) G ist homdomorph zur Einheitskreisscheibe E
(d.h. 3 Abbildung ¢ : G — E mit ¢ bijektiv und ¢, ¢! stetig).



(4) Esist G = C, oder G ist konform dquivalent zu E
(d.h. 3 Abbildung ¢ : G — E mit ¢ bijektiv und ¢, ¢! holomorph).

(5) Jedes f € O(G) besitzt eine Stammfunktion in G.

(6) Fiir alle f € O(G) und alle geschlossenen, stiickweise glatten Wege « in G gilt der Cauchysche Integralsatz

/Wf(z) dz = 0.

(7) Fiir alle f € O(G) mit f(2) #0 V 2z € G existiert eine holomorphe Funktion  : G — C mit f = e! = expol
(I heiBt analytischer Zweig des Logarithmus von f).

(8) Fiir alle f € O(G) mit f(z) #0 V z € G und fiir alle m € N + 1 existiert eine holomorphe m-te Wurzel
g:G— Cmit f=g".

3 Meromorphe Funktionen

f : D — C heifit meromorph in D C C offen, wenn

(1) f lokal als Quotient zweier holomorpher Funktionen g,h darstellbar ist, d.h. zu 29 € D 3 Umgebung
U(z0), 3 gz, Pz € O(U(20)) ohne gemeinsame Nullstelle:

flU(z) = 22 vz eD.
he,

(2) die Polstellenmenge von f diskret und abgeschlossen ist (kann sich héchstens auflerhalb D hiufen).
(f71C] ist dicht in D, d.h. zu jedem € >0, z € D 3 € U (2) : f(£) < )

Beachte: Polstellenmenge von f entspricht Nullstellenmenge von h; diese darf sich nicht hiufen, sonst wéire h = 0.

3.1 Laurentreihen
Jede meromorphe Funktion in D ist lokal durch eine Reihe mit endlichem Hauptteil darstellbar:

f(z) = Z ar (z—20)* inU(z), N <oo, a,€C, z€D

Dabei darf U(zo) := U(2)\{z0} keine weitere Polstelle von f enthalten.

Diese Laurentreihe ist eindeutig und konvergiert in 0 < |z — 29| < R gleichmifig gegen f.

Gleiche Formel fiir Konvergenzradius R wie fiir Potenzreihen, da nur endlich viele Summanden dazukommen.
(Reihe ist normal konvergent = lokal gleichmifliig konvergent innerhalb R).

_ 1 f(¢) d¢
an = 2m[, (€ — zo)n

wobei 7 C Ul(zy) mit v(v;20) =1, f € OU(z0)).
Falls =N > 0: f hol. in U(z).

Erinnerung und Vergleich:
Cauchysche Integralformeln fiir f € O(G), z0 € G, vin G und v(y;zp) =1

f _ f(Q) d¢

f"(z0) = ntRes(— ~apiz0) = 55 L (C—z)n 1

n € Np.

Damit: a,, fiir n < 0 ist Erweiterung der Cauchyschen Integralformeln.



3.2 Darstellung einer meromorphen Funktion f : D — C durch eine Familie von
lokalen Laurentreihen

Sei S = {pr: k=1,..,n,...} die Polstellenmenge von f

Sei zg € D.
Start mit Laurentreihe fiir f um zp (einem sog. Funktionselement oder Funktionskeim)
o]
. Z k .. . .
wo = ar(z — 20)", o existiert auf einem Kreis K
k=—Ny

Ky = {z€C: |z— 20 <R}, R=min{dist (z0,pk), dist (20, C\D)}

fiir pr, € S\{#0}

Analytische Fortsetzung von f:

Wihle Funktionselement 1 = Z br(z — zl)k'
k=—N,

sodaf} entweder z; € Ky oder zy € K; := Konvergenzkreis fiir ;.
Setze dies Verfahren fort, bis jedes z € D im Konvergenzkreis eines Funktionselements ist
(bemerke: Polstellenmenge ist diskret und kann sich héchstens in oo hiufen).

1 (oo}
Erstreckt sich D ins Unendliche, so definiert man g(w) := f(—) und bestimmt ¢, = E crw®.
w
k=—N
Die Gesamtheit { |J ¢;}, I Indexmenge, heifit analytisches Gebilde von f.

jeI

3.3 Nichtlokale Darstellung einer in einem Kreisring holomorphen Funktion

Sei f eine in C meromorphe Funktion mit Polstellen p;, ¢ € I und g;, j € J. Gegeben sei ein Kreisring
K:={zeC:r<|z—2| <R}, r>0, sodaB |p; — 20| <rund |¢g; —20| >R Viel, jel
(0.B.d.A. zp = 0, sonst betrachte Koordinatenverschiebung z — zp).

Sei f global darstellbar als rationale Funktion von Polynomen.
Dann funktioniert folgende Methode:

(a) Partialbruchzerlegung und Sortieren der Pole, d.h. fiir n;, m; € N:

(ORD S

el \* — i)™

n;—1 Z bjsz_l
D D e A
jed (2 —g5)™
(b) Entwicklung von f in lokale Laurentreihe um zp = 0 und von f_ in lokale Laurentreihe um zg = oo

(via Trafo z = 1).

(c¢) Riicksubstitution von w = 1 fiihrt zu

o)
f= Z cpz® mit unendlichem Hauptteil, da r > 0.
k=—o0
(Dies ist der Preis fiir eine globale Darstellung von f im Kreisring, was mit Funktionselementen nicht moglich

wére.)



3.4 Kilassifikation der Singularititen einer holomorphen Funktion f: D — C
Sei f in punktierter Umgebung U (a) € D holomorph (Existenz von U folgt, weil alle Singularitéiten isoliert sind).

1) a € D hebbare Singularitit :<= 3 holomorphe Fortsetzung von f in a
<= fin U(a) beschrinkt
< lim(z—a)f(z) =0
zZ—ra

2) a € D isolierte Polstelle <= lim f(z) = o0
z—a

Polstelle a < oo hat die Ordnung N > 0 (d.h. ord(f;a) = —N), falls die Laurentreihe die Form hat

o0

flz) = Z ap (z —a)k mit a_y # 0

k=—N

1
Polstelle a = oo hat die Ordnung N, wenn g(w) := f(a) in 0 einen Pol der Ordnung N hat.

3) a ¢ D wesentliche Singularitit :<= 1) und 2) trifft nicht zu
< f[U(a)] dicht in C

<= Laurentreihe hat unendlichen Hauptteil: f(z) = Z ap (z —a)k
k=—o0

<= VeceC: FFolge (zn)nen C U(a), zn = a: lim f(z,)=c
n— 00

[e's) N
Beachte: Ist f(z) = Z apz® kein Polynom (d.h. Reihe bricht nicht ab), so ist g(w) = Z a_,w", d.h. 0 ist
k=—N n=—o0
wesentliche Singularitit von ¢ (f heifft dann transzendente Funktion).

Kleiner Satz von Picard: -
Eine nicht konstante, in C meromorphe Funktion 148t hochstens 2 Werte aus C aus.
FEine nicht konstante, in C holomorphe Funktion 148t hochstens 1 Wert aus C aus.

Grofler Satz von Picard: )
Sei a wesentliche isolierte Singularitét von f € O(D). Sei U(a) C D eine beliebige punktierte Umgebung von a.
Dann nimmt f in U(a) alle Werte aus C bis auf hochstens einen an.

4 Anwendungen

4.1 Cauchysche Abschitzungen

Cauchy Ungleichungen:
Sei f holomorph in D, sei K,(a) ={z € C: |z—a|] <7} C D fiir ein r € (0,00). Dann ist

D@ < 2 s ]

T |z—a|=r

(r ist so groff wie moglich zu wihlen).

1
Abschétzung der Taylorkoeffizienten: |a,(z0)] < — sup |f]

T Jz—zo|=r



4.2 Maximumprinzip

Sei f in einer Umgebung U(a) holomorph und |f| habe in a ein lokales Maximum
= fist in U(a) konstant.

Folgerung: Sei f in D C C stetig, in D holomorph, D beschrinktes Gebiet.
Dann nimmt |f| das Maximum auf dem Rand 9D an.
Sei f nullstellenfrei in D. Dann nimmt | f| das Minimum auf 0D an.

Satz von Liouville:
Jede beschrinkte ganze Funktion f (d.h. f € O(C)) ist konstant.

4.3 Charakterisierung von Polynomen

Wachstumslemma:
Sei p € C[z] ein Polynom n-ten Grades. Dann 3R > 0:

S laal 12" < ()| < 2laal 2" V]| > R
(an, ist der fithrende Koeffizient).
Umkehrung: Sei f € O(C). Es gebea >0, n € N:
[f(2)] < alz™ fiir alle 2 € C.
Dann ist f(z) = ¢z ein Polynom mit |¢| < a.

Erweiterte Umkehrung: Sei f € O(C). Esgeben €N, ¢>0, R>0: Re(f(z)) < c|z|" fiir alle |z] > R
= f ist Polynom vom Grad < n.

4.4 Nullstellenformeln

Anzahlformel:
Sei f in G C € meromorph und sei v ein nullhomologer Weg in G. Auf || sollen keine Null- und Polstellen liegen.

Sei m(0) = Z ord (f;¢) die Anzahl der Nullstellen (mit Vielfachheit) im von v umrandeten Gebiet

¢ef~H(0)nD
D C G, und sei m(co) die Anzahl der Polstellen in D. Fiir jedes zg € D gelte v(v; z9) = 1. Dann gilt

m(0) = m(o) + v(f0250) = mie) + 5= [ La

2mi

Verallgemeinert: Sei f(z) # ¢ Vz € |y|. Dann ist die Vielfachheit der c-Stelle (vgl. z; ist ¢-Stelle von f, wenn z;
Nullstelle von f — ¢):

m(c) = m(o0) + v(fovy;e) = m(oo) + L/

f/
d
o —e¢ %

f

Satz von Rouché:
Seien f, g holomorph in G C C und sei v nullhomolog in G mit v(v;z) =1 fiir alle z im von v umrandeten Gebiet
D C G. Gilt

1£(€) = 9(O] < g(Of  auf |4,

so haben f und g gleichviele Nullstellen (mit Vielfachheit) in D.
(Das Vorzeichen von g ist irrelevant, da auf der r.S. nur der Betrag steht.)

Fundamentalsatz der Algebra:

n

Sei f = Zakzk ein Polynom, f # const. Dann hat f eine Nullstelle in C.
k=0



5 Holomorphe und biholomorphe Abbildungen

Jede auf D holomorphe Funktion f ist eine holomorphe Abbildung f: D — f(D) =W C C.

Gebietstreue:
f holomorph, nicht konstant, D Gebiet (= offen und zusammenhingend) = f(D) Gebiet.

f : D — W biholomorph :<= W offen, 3 Umkehrabbildung f~! : W — D mit f~! holomorph in W.
Alle injektiven holomorphen Funktionen sind biholomorph und fiir sie gilt f’ # 0 auf D.

Lokales Biholomorphiekriterium:
Eine holomorphe Abbildung f : D — C ist genau dann lokal biholomorph um zo € D, wenn f’(zg) # 0 ist.

Eine Abbildung heifft konform, wenn sie lokal winkel- und orientierungstreu ist. Jede biholomorphe Abbildung ist
konform.

5.1 Abbildungssitze

Riemannscher Abbildungssatz:
Sei G € C ein azyklisches Gebiet. Dann 3 biholomorphe Abbildung f: G - E = {z € C: |z| <1}
(f wird eindeutig festgelegt, wenn man fiir ein zg € G fordert: f(20) =0, f'(20) > 0).

Beispiel: Cayleyabbildung fir G:=H = {2z € C:Imz > 0} = obere Halbebene via f.: H — E biholomorph,
z—1 . . _z—a

fe(z) = o (gehort zur Klasse ¢ 1 H — E, ¢(z) = poet Ima > 0).

Beweismethode: Bilde Rand (0H) auf Rand (OE) ab. Kontrolliere, ob zp € H — wy € E.

Merke: Jeder Kreis ist durch 3 Punkte bestimmt.

5.2 Automorphismen

Automorphismen einer Teilmenge D C C sind biholomorphe Abbildungen ¢ : D — D. Sie bilden eine Gruppe,
Aut(D).

Die wichtigsten Teilmengen von C sind E, C, C.

Diese 3 Teilmengen sind (bis auf konforme Aquivalenz) die einzigen einfach-zusammenhingenden (= azyklischen)
Flichen. Sie sind 3 verschiedene Typen, die nicht durch konforme Abbildungen ineinander iibergefiihrt werden
konnen:

C nicht in C, E, weil C abgeschlossen, aber C, E offen

C nicht in E, denn ¢ € O(C) mit ¢(C) = E (d.h. beschrinkt) ist konstant (Satz von Liouville), und konstante
Abbildungen sind nicht injektiv.

Automorphismengruppe von C: ganze lineare Trafos p(z) = ap + a1z, ag € C, a; € C* := C\{0}
az+b

cz+d

Automorphismengruppe von C: Mobiustrafos = gebrochen lineare invertierbare Trafos ¢(z) =
mit a,b,c,d € C, ad —bc # 0 -
Automorphismengruppe von E :  ¢(z) = 2t cl -d, el <1, |dl =1.

cz

Automorphismengruppe von H : Moébiustrafos mit reellen Koeffizienten und ad — bc = 1.

Automorphismengruppe von G:
Sei G C C offen und azyklisch = 3 f : G — E (Riemannscher Abbildungssatz).
Sei p € Aut(E), d.h. ¢ :E — E.

-1

Damnist @ - E % E 1 G, dh. f7lopof € Aut(G) und Aut(G) = {fLopo f: p € Aut(E)}.

10



5.3 Eigenschaften der Abbildungen

Fixpunkte: z; Fixpunkt von f <= f(20) = z0.
Jeder Automorphismus ¢ : E — E mit ¢ # id hat hochstens einen Fixpunkt (in E).

Alle Automorphismen von C bilden Kreise in Kreise ab (dabei ist die Gerade ein Spezialfall des Kreises).

6 Die Gruppe der Mo6biustransformationen

6.1 Definition

Eine gebrochen lineare Transformation ¢ heifit Mobiustransformation, wenn fiir sie gilt

az+b
o(z) = o ad —bc#0, a,bec,deC
Inverse Abbildung:
az+b b—wd 1
w = = weztwd = az+b = z = = ¢ (w)
cz+d we —a

Zusatzdefinitionen, damit gilt p,o~': C — C

Die Zusatzbedingung ad — be # 0 garantiert dabei die Wohldefiniertheit der rechten Seiten (a,c sowie d, ¢ nicht
gleichzeitig 0).

6.2 Matrizenschreibweise

b
Zjid wird die Matrix M, = (CL d
Wegen der Zusatzbedingung ist det M, = ad — bc # 0, d.h. M,, ist invertierbar.

M, ist nicht eindeutig, denn A M, liefert auch ¢ (fiir alle A € C* = C\{0}).

Jeder Mobiustrafo ¢ = zugeordnet.

Wichtige Gruppeneigenschaft: ¢ o @ L My - Mg
5 b az+b
d.h.zuy = w mit ¢(z) = ﬂ gehort die Matrix
cp(z) +d éz4d

(ta)(

Auflerdem: Assoziativitdt; Existenz der Eins: ¢ = id L M, = (

i); _( aa+be aZH—baz
d N ca+dc cb+dd
1 0
0 1

or DN

), a=1,d=1,b=c=0.

-1 —-d b

Existenz des Inversen: (M,)™ ' = ) (Vorfaktor stort nicht).

d

Vorteil der Matrizenschreibweise:
Jede Matrix € C*? kann als Linearkombination von Basiselementen geschrieben werden (mit Koeffizienten in C).

Ubliche Basis:
p_ (10 (01 (0 —i (1 0
“lo1) = \10) %=\i o) 22710 —1
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(Pauli Spin-Matrizen zur Darstellung des Spin ).

Zugehorige Trafos: ¢g(z) = z (Identitét), p1(z) =

| =

1

(Invertierung), @2(z) = —— (Spiegelung am Einheitskreis),
z

p3(z) = —z (Drehung um Ursprung).

Warnung: Einer Linearkombination der Matrizen entspricht nicht eine Linearkombination der Trafos!

6.3 Eigenschaften

e Eine Mobiustrafo ist durch die Zuordnung von 3 Punkten z; — w;, i =1,2,3, eindeutig bestimmt
(vgl. sie bildet Kreise auf Kreise ab und jeder Kreis ist durch 3 Punkte bestimmt).

e Eine Mobiustrafo hat hochstens 2 Fixpunkte in R.

Sei ad — be = 1 (ist durch Normierung erreichbar).

b
=% + hat 2 reelle Losungen, falls s := (Spur ¢
cz+d

1 reelle Losung, falls s = 4 (Trafo parabolisch)
0 reelle Losungen, falls s < 4 (Trafo elliptisch, sie hat 2 konjugiert komplexe Fixpunkte)
Trafo heifit loxodromisch, falls a + d ¢ R.

- Z >)2 = (a+d)? > 4 (Trafo heifit hyperbolisch)

o Isometrischer Kreis einer Mobiustrafo ¢ mit ad —bc| =1und ¢ #0 : Z, ={z € C: |cz+d| =1}
d.h. || |z + d/c|] =1; Mittelpunkt = —d/c, Radius = 1/|¢|.

Es ist o(Z,) = T,

»—1 und das Innere von 7, wird auf das AufBere von Z,-1 abgebildet.

7 Konstruktion meromorpher Funktionen

Gegeben: diskrete, abgeschlossene Menge A in C (= Nullstellenmenge der gesuchten Funktion f)
und Familie (dg)eca CN  (dy = ord (f;a) Ordnung d.h. Vielfachheit der Nullstelle)

7.1 Weierstraflscher Produktsatz fiir holomorphe Funktionen

(1) Existenz: f € O(C) mit obigen Eigenschaften ist eindeutig bis auf Faktor "*) mit h € O(C).
(2) Konstruktionsformel:

Falls A endlich, d.h. A\{0} ={a, :n=1,..., N} und d = ord (f;0) :

N
) = 2 ] (2~ an)™
n=1

Falls A abz#hlbar unendlich, d.h. man hat Folge (a,)neny mit a,, — oo (beachte: Haufungspunkt darf nicht in C
liegen),
so braucht man Konvergenzfaktoren:

) = O 2 I Fuy(==)  mit Fpay(§) = (1—§) et me”
n=1 n

(dabei soll die Reihe im Exponenten eine Minimalzahl von Termen haben, die die gleichméBig absolute Konvergenz

des unendlichen Produkts sichert).

F,,(n) hat einfache Nullstelle, d.h. ist ord (f;a) = k = a tritt £ mal in der Folge (an)nen auf. (Mit n Termen

der Reihe im Exponenten ist die Konvergenz gesichert, aber das ist fiir praktische Zwecke nutzlos.)

Héufig reicht es aus, Fi,(,)(£) = (1 — &) e zu verwenden, d.h. m = 1.
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Konvergenzkriterium:

(oo} (oo}
H F,, konvergiert glm. abs. <= Z |In F,,| konvergiert glm. fiir ein ny € N

n=1 n=ni
dabei ist In der Hauptwert des Logarithmus
(Vgl Fl . F2 — 6ln Fy-Fy _ eln Fi+1n Fg)

Aquivalentes Konvergenzkriterium:

Schreibt man F,, = 1 + f,,, dann: Z | | muBl glm. konvergent sein.

n=niy

7.2 Anwendung auf meromorphe Funktionen

Gegeben: diskrete, abgeschlossene Menge A in C (Null- und Polstellenmenge von f)
und eine Familie (dg)qeca € Z\{0} (so daBl d, = ord(f;a)).

(1) Existenz: f € M(C) eindeutig bis auf Faktor ") mit h € O(C).

(2) Konstruktionsformel:

Zerlegung von Ain Ay ={a€ A:d, <0} und Ay ={ac A:d, >0} =A\A

Weierstrafischer Produktsatz : Finde g zu Ay mit Familie (dg)aea,
h zu Ay mit Familie (—dg)aea,

dann ist f = %

7.3 Satz von Mittag-Leftler

Gegeben: diskrete Menge A C C (Menge der Polstellen von f).
Jedem a € A sei eine rationale Funktion

c
SD‘IZZL can €C, ng €N
zugeordnet (= Hauptteil von f in a).
Dann gibt es eine meromorphe Funktion f (die in C\ A holomorph ist), mit genau diesen Polen und Hauptteilen,
f = Z(Lﬂa —hq), 1 konvergenzerzeugende Funktion
a€A
(o = Anfang der Taylorreihe von ¢, in z = 0, d.h. ist ein Polynom in z).

Zu f kann noch eine beliebige Funktion g € O(C) addiert werden, so dafi f + g ebenfalls € O(C\A) mit den
vorgegebenen Hauptteilen.

8 Elliptische Funktionen

Elliptische Funktionen sind doppeltperiodische Funktionen f € M(C)
d.h. FJwi,we € C*, w1 # Aws mit A € R*:
f(z) = fl(z4w) = f(z+w2) VzeC

0.B.d.A. seien w; und wy die betragsmiifig kleinsten Perioden
(mit wy ist auch mwy, m € Z, Periode:

flz+mw) = fz+ (m=1w) = .= f(2).)
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Anschaulich: Die Perioden bilden ein Gitter (= Periodengitter I' C C) aufgespannt durch die Vektoren
wi,ws € C RQ,

I' = mw; + nws, m,n € 7
Auf allen Gitterpunkten hat f denselben Wert.

f heiBt elliptische Funktion zu I', wenn f in allen Punkten von I' denselben Wert hat.
Trivialfall: f = const

Eigenschaften von f:

e Im Parallelogramm P := w; [0,1) + ws [0,1) nimmt f all seine moglichen Werte an,
d.h. f[P] = f[C]; dabei darf man P auch um ein beliebiges a € C verschieben:
Ist P =P+a = f[P'] = f[C].

e Ist f holomorph, so ist f konstant.
e Darstellung durch Reihen (via Mittag-Leffler)

Beispiel: Weierstrafische p-Funktion (hat genau die durch I vorgegebenen Pole)

1 1 1
p(g):;+ Z {(wzﬁ_w?]’ w = mwi +nws, m,n €
wel\{0}

1
mb:o )

Der Summand 1/w? ist eine konvergenzerzeugende Funktion (=

e C C C(p) ist eine transzendente Kérpererweiterung von C

dabei ist C der Raum der konstanten Funktionen,
und g € C(p) ist eine rationale Funktion von p, d.h.

Z?:o a; p/

g = m, m,neNO, aj,bk eC (] :0,...,Tl, k:(),,m)
k=0
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