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10 Integration

Wir fithren nun auf schnellstem Wege ein Integral ein. Man sollte beachten, dafl es selbst
fiir einfachste Definitionsbereiche verschiedene Arten von Integralen gibt (z.B. Cauchy-
Integral, Riemann-Integral, Lebesgue-Integral u.s.w.).

Die Grundidee der Integration ist es, den Flécheninhalt der Fliche, die zwischen Graph
und z-Achse innerhalb der Intervallgrenzen liegt, zu berechnen. Fiir Treppenfunktionen
ist dies klar. Mittels eines Grenziibergangs erweitern wir das Integral auf allgemeinere
Funktionen. Die Vorstellung gilt fiir R-wertige Funktionen. Wir werden dennoch auch
C-wertige Funktionen zulassen.

Eine Funktion f : [a,b] — K heit Treppenfunktion, wenn es ao, ...,a, € [a,b] gibt
mit a = ap < a1 < ... < a, = b, sodaB f|Jag_1,ar] = cx € K gilt fir k =1,...,n. Fir
die Werte f(ao), f(a1), ..., f(a,) wird nichts weiter vorausgesetzt.

a=a < a < ay < .. < a, = b heifit Teilung (Partition) von [a,b]. In diesem
Fall sprechen wir von einer Teilung von [a,b] zu f, weil an jeder Sprungstelle von f ein
Teilungspunkt liegt. Man beachte aber, dal nicht jeder Teilungspunkt eine Sprungstelle
von f ist (z.B. der Punkt ay). Ist aj_1 < a’ <a; fiirein j =1,...,n, so heiBt die Teilung
a=a <a <..<aj_1<d<a;<..<a,=> feineralsa=a9<..<a,=">.

Ist f:]a,b] — K eine Treppenfunktion mit einer Teilung a =ayp < a3 < ... < a, =b zu
fund f|ag_1,ax] =cx, k=1,...,n, so setzen wir

/abf(az) dx = zi: cp (ag —ag—1) €K (10.1)

b

/ f(z) dx heifit das Integral von f. Man hat nun selbstversténdlich zu priifen, dafl
b

/ f(x) dx unabhéngig von der Wahl der Teilung von f ist. Fiir die Teilungen von f,
die durch Hinzufiigen oder Fortnehmen von passenden Punkten auseinander hervorgehen,
reicht es zu begriinden, daf§ das Hinzufiigen eines Punktes o', a;_1 < d’ < a;, das
Integral von f nicht dndert:

Jj—1 n n
Z Cr. (ak—ak,l) +Cj (a’—aj,l) +Cj (aj—a') + Z C (ak—ak,l) = Z Cr (ak—ak,l),
k=1 k=j+1 k=1

da die Summe der beiden mittleren Terme gleich ¢; (a; — a;_1) ist.

Mit Blick auf Anwendungen in der Statistik definieren wir spéter das sog. Riemann-
Stieltjes-Integral und als Spezialfall davon das Riemann-Integral. Dabei ist eine beliebige
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monoton wachsende Funktion « : [a,b] — R vorgegeben und man betrachtet Summen
Z f(zx) (a(xg) — alzrg—1) und dann das Supremum und Infimum derartiger Summen.

Jetzt sei schon erwihnt, dal dann Sprungstellen in f den Wert des Integrals beeinflussen
kénnen (wenn « auch sprlngt), wéhrend jetzt f(ag), f(a1), ..., f(a,) ohne Bedeutung fiir

/bf(x) dx sind.

Mit T'([a,b]) bezeichnen wir die Menge aller Treppenfunktionen. Sind f,g € T'([a, b)),
so ist auch f + g € T([a,b]). Durch Verfeinerung einer Teilung von f und einer Teilung

von g erhélt man eine Teilung von f und von g, und somit ist f + ¢ eine Treppenfunk-
tion. Offensichtlich ist auch Af € T'([a,b]), falls f € T([a,b]) und A € K. Damit ist
also T'([a,b]) ein K-Vektorraum. T'([a, b]) ist ein K-Untervektorraum vom K-Vektorraum
B([a,b]), (vgl. Beispiel vor Satz 7.5), dem Raum der beschrinkten Funktionen auf [a, b].
Ist ndmlich f € T'([a,b]), so gilt

| fllo = sup [f(z)] = max |ek,
a<z<b k=1,....n

.....

wobei f| Jax_1,ax] = ¢ auf den jeweiligen ” Treppenstufen” ist.

Wir halten einige Eigenschaften des Integrals von Treppenfunktionen fest:

@ [ (@) + (o >>dx—/ ryde [ gt de i fg € T([a,b)

/)\f dx—)\/ dr  fiir f € T([a, b))

(c) Sind f,g € T(|a,b]) reellwertlg und gilt f(z) < g(x) fir alle z € [a,b], so gilt

/ dm</

/ab f(z) dx

Daf (a) und (b) gelten, ist einfach zu iiberpriifen. (Verwende die Definition Gleichung (1)
und wihle eine gemeinsame Teilung von f und g.)

(@) < /ab|f(af)|dx < f e (b—a) e f € T((ab]).

b
Ist f > 0, so sind alle Stufengrofien ¢, nichtnegativ, also / f(z) dz > 0. Damit folgt
ausg>fauch/ ) dx >/

Fiir (d) erhélt man direkt aus einer Teilung a = ap < a; < ... < a, =0b zu f:

n
> o (z — Tp1)
k=1

n
< Z lcg| (g — xK—1) < max|cx| (b— a)
k=1

Bei der Erweiterung des Integrals auf grofere Funktionsklassen als T'([a, b]) ist das Vor-
gehen nicht mehr so eindeutig vorgeschrieben. Der einfachste Weg ist der, den Cauchy
(1823) gewahlt hat. Es a8t sich kurz sagen: Man dehne das Integral, das linear und stetig
ist ((a) und (d)) aus auf den Abschlul von T'([a,b]) in (B([a, b)), - ||o0)-
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Definition 10.1 FEine Funktion f : [a,b] — K heifst Regelfunktion (oder integrierbar
im Cauchyschen Sinn), wenn sie im Abschluf3 von T(|a,b]) im Banachraum

(B([a,b]), || - |leo) liegt. Wir bezeichnen R(la,b]) := T(la,b]). Damit ist f eine Regel-
funktion, falls f, € T([a,b]), n € N existieren mit f = dim f, bzl | - oo (d-h

nlinolo | fn = f lloo = 0. Man sagt, die f, konvergieren gleichmdf$ig gegen f).

Wir haben R([a, b]) so gewihlt, damit wir das Integral, das bisher fur f € T'([a, b]) erklért
ist, auch fir f € R([a,b]) einfach definieren kénnen.

Definition 10.2 Sei f € R([a,b]) eine Regelfunktion, und f, € T([a,b]) mit
T | fu— f llo=0. Definiere

n—oo

/ab f(z) dx = lim /ab fn(z) dx.

/bf(x) dx heifst (Cauchy-)Integral von f € R([a,b]).

Wir haben zu zeigen, dafl dieser Grenzwert existiert und unabhéngig von der gewihlten
Folge (fn)nen aus T'([a, b]) ist.

b
Die Existenz von lim / fn(z) dx sichern wir durch das Cauchy-Kriterium in K. Es gilt

n—oo

némlich mit (d) von vorher:

/abfn(x) dr — /abfm(x) dz| < || fo— fin llo (b—a)

S fn=Fllo + 11 f = frnlloo) (b—a).

b
Mit || fo — f |loo— O ist (f ful(2) dx) eine Cauchyfolge in K, und die Existenz des

. neN
Grenzwertes gesichert.

Ist (gn)nen; gn € T([a,b]), eine weitere Folge von Treppenfunktionen mit
lim | gn — f lloo = 0, so gilt wiederum mit (d)

/abfn(l’) dx — /abgn(x) dz| < || fo—n llee (b—a)

< (” fn_fHoo + “f_gn Hoo) (b—a),

und es folgt
b

b
lim [ gu(z)de = lim/ fo(x) da.

n—oo a n—oo

Wir haben nun belegt, dal die Definition 10.2 korrekt war.



Bemerkungen.

(1) Wir werden in Kiirze eine Charakterisierung der Regelfunktionen geben, aus der
unmittelbar folgt, daB C([a,b]) C R([a,b]) gilt. Also existiert fiir jede stetige
Funktion f : [a,b] — K das (Cauchy-)Integral.

(2) R([a,b]) ist ein abgeschlossener K-Unterraum von B([a, b]) (iiberpriifen!), also auch
vollstédndig, wie man sich schnell tiberlegt. Somit ist R([a,b]) mit der || - ||co-Norm
ein Banachraum.

(3) Wichtige Ergebnisse zur Konvergenz von Funktionsfolgen bzgl. || - ||« (gleichméBige
Konvergenz) folgen noch.

Wir wollen nun ein Beispiel rechnen:

Sei f:10,1] = R, f(z)=u=.

b
Wir zeigen, daf f € R([0, 1]) und berechnen / f(z) du.

a

Wir setzen
k k—1 k
foi[0,1] = R, fu(x):=— firz €] =, k=1,..,n
n n
und  f,(0) =0
k—1 k
Es gilt fiir = €] ,—]
n 'n
Eook—1 1
n - - - = - d 0) — nO :0,
)~ 1@l < 5P L 0) - fu0)
1
also || fn — f |loo < —. Somit ist f € R(]0,1]) und
n
[ r@yde = im [ de = im Y= oy
z)dr = lim W(r)dr = lim Y — — = lim —
0 n=00 o n—ool=n p  nocop?
_ o P2 FD L
n—oo 2?2 2

(Das haben wir natiirlich erwartet!)

Die Regeln (a), (b), (c), (d) gelten auch fiir Regelfunktionen:
Satz 10.3 Seien f,g € R([a,b]), A € K. Dann gelten:

@ [ +g@)dr = [ @+ [ o) ar

b

(b) /ab)\f(x) dz = /\/a f(x) da.



b b
(c) Sind f,g reellwertig, f < g, so gz’lt/ flz)dx < / g(x) dx.
(d) |f| ist eine Regelfunktion, und wir haben

/abf(x)dx < /ab|f(:v)|dm < flle (b—a).

Beweis. (a) und (b) folgen sofort aus den Regeln fiir den Limes. Fiir (c) reicht es zu
b
zeigen, dafl aus f > 0 folgt / f(z)dx >0.

Ist f > 0und f, € T([a,b]) mit | f — fu |lo— 0, so gilt fir f := max{f,(z),0}
b
erst recht || f — fF |lo— 0. Mit f,7 € T([a,b]) und / fH(x) de > 0 folgt auch

/abf(x) dx > 0.

Fiir (d) beachte man, dafl | |f(x)| — |fu(2)|| < [f(z) — fu(z)| fiir alle x € [a,b]. Also
gilt || [f[ = [fal lloo < .f = fallo . Damit f, € T([a,b]) auch [fu] € T([a, b]) ist, folgt
|f] € R([a,b]). Fiir die Treppenfunktionen f,, wissen wir

/ab fol(z) dx

und lim | f— fullo=0. Da jeweils

< [15@ldr <] fule 00

n—oo

[rwa. i [ = ) i

und lim | fo lloo = f |lco, folgen die Ungleichungen auch fiir f. o

lim ‘/b fol(z) dx

Bemerkung. Ist f : [a,b] — C, f € R([a,b]), so folgt auch Re f, Im f € R([a,b]).
AuBerdem gilt

/:(Re f)(z)dr = Re /

a

b

f(z)dz und /:(Im f)(z)dr = Im /abf(x) dx.

Satz 10.4 Seien a < b < c reelle Zahlen, f : [a,c] — K. Dann gilt: f € R(|a,c]) genau
dann, wenn fl|la,b] € R([a,b]) und f|[b,c] € R([b,c]). Es gilt, falls f € R([a,c]),

/:f(x) de — /abf(:c) dr + /bcf@;) du.

Beweis.  Der Nachweis ist elementar. Man hat nur f|[a,b] und f|[b, ¢] mit Treppen-
funktionen zu approximieren. Man nehme diese Treppenfunktionen zur Approximation
von f. Umgekehrt liefert jede Treppenfunktion-Approximation von f — unter eventueller
Hinzunahme von b als Stufe — Approximationen von f|[a,b] und f|[b, ¢]. o

Vereinbarungsgemaf setzt man fiir a > b

/abf(x) dx = —/baf(x) dx

und auflerdem /a f(z)dx =0.



Satz 10.5 Sei f : [a,b] — K. FEs gilt f € R([a,b]) genau dann, wenn fir jedes x €
la,b[ sowohl der linksseitige Grenzwert f(x—) als auch der rechtsseitige Grenzwert f(x+)
existiert, und wenn fir x = a der rechtsseitige Grenzwert f(a+) und fir x = b der
linksseitige Grenzwert f(b—) ezisitert.

Beweis. Sei f approximierbar durch Treppenfunktionen bzgl. || - || . Ferner sei
zo € [a,b], € > 0. Es existiert g € T'([a,b]), so daB || f — g ||ec < % Dann existiert

ein Intervall |xg,a;[ , so daB g| ]zo,a;| = ¢ wobei a; aus einer Teilung von ¢ . Fir
z,y € |zo, ;] gilt

|f(@) = f)l < [f(@) —g(@)| + lgly) — fy)| <e
Mit dem Cauchy-Kriterium in K existiert f(zo+).
Analog argumentiert man fiir xy € ]a,b], um die Existenz von f(z¢—) zu begriinden.

Fiir die umgekehrte Beweisrichtung sei vorausgesetzt, da8 f(xo+) fir xy € [a,b] und
f(zo—) fiir zy € |a, b] existieren. Wir nehmen an, dafl f nicht durch Treppenfunktionen
approximiert werden kann. D.h., es gibt ein € > 0, so dal || f — g ||> € fiir alle g €
T([a,b]) gilt. Wir konstruieren daraus induktiv eine Intervallschachtelung ([ay,, b,])nen,,
so daf3 gilt

sup |f(z) —g(x)|] > € fir alle g € T'([an, by)) (%)

TE[an,bn]
Setze [ag, by] = [a,b]. Seien [ag, bo|, [a1,b1], ..., [an, b,] mit (x) (und natiirlich ap < ... <
ap < b, < ... <by) gefunden. Setze M = % (an +b,). Dann miissen auf mindestens einer

der Halften [a,, M] oder [M,b,] auch alle Treppenfunktionen den || - ||oo-Abstand von f
grofer oder gleich e haben.

Sei xg = (N [an,by). Wir nehmen an, da zy € |a,b[ . Da f(zo+), f(xo—) existieren,
neN
gibteszue>0()ein5>0mit

|f(z) = f(zot+)] <€ Vae&lrg, s+ 0] und

|f(x) = f(zo—)| <€  Vax&lrg—0d,z0.

Nun gibt es n € N, so daB [an, b,] C ]zo— 9,20+ [ . Definiert man g : [an, b,] — K eine
Treppenfunktion auf [a,, b,]

f(zo—) x € [an,xo]
g(z) =1 f(zo) =m0
f(zo+) €z, by

sogilt sup |f(z) —g(x)] <e im Widerspruch zu (x).
ZG[GN,bN}

Damit ist gezeigt, dal f € R([a,b]). o

Korollar 10.6 Jede stetige Funktion ist Regelfunktion, d.h. C([a,b]) C R([a,b]). Jede
monotone Funktion ist Regelfunktion.



Beweis. t f e C(la,b]), so gilt f(z+) = f(z) = f(z—) fir € Ja,b] und
fla+) = f(a ) f(b—) = f(b). Mit Satz 10.5 gilt f € R([a,b]). Ist f monoton, so benutze
Satz 7.11. o

Satz 10.7 Sei f € R([a,b]), und setze fir x € [a,b]

— /;f(t) dt

Dann ist F : [a,b] — K gleichmdfig stetig. Ist f in xq € [a,b] stetig, so ist F in xg
differenzierbar, und es gilt

F'(xo) = f(o)
Beweis. Fira <z <y <b gilt mit Satz 10.4

P(y) — [ 10t <1 f e v-2)

Ist € > 0 so wahle § =

] fE ] ., (f soll nicht die Nullfunktion sein), und man sieht, dafl
F gleichméfig stetig ist. >

Sei nun f in x stetig. Zu € > 0 gibt es 6 > 0, so daB |f(t) — f(xo)] < e fiir alle
t €)zg — d, 20+ 0[N [a,b]. Dann gilt fiir solche t # zq

POZR0) )| = [ [ a0y as = 2 [ st as
= [ [ )~ fao) a] <
Daraus folgt F'(x¢) = f(xg). o

Der folgende Satz zeigt uns, wie die meisten Integrale zu l6sen sind, nédmlich iiber die
Stammfunktionen, vgl. Definition 9.13. Man nennt dieses Theorem zusammen mit Satz
10.7 auch Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, da Differenzieren und Inte-
grieren in Beziehung gesetzt werden.

Satz 10.8 Ist f € R([a,b]) und ezistiert eine differenzierbare Funktion F : [a,b] — K
mit F'(x) = f(x) fir alle x € [a,b], so gilt

/a " f(2) de = F(b) — Fla).

F ist eine (bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmte) Stammfunktion von

f.



1
Beweis. Sei m € N. Es gibt g € T([a,b]) mit || f — g ||oo < ——, und
m(b— a)

dazu eine Teilung von ¢g: a = ay < a1 < ... < a,,, = b, so daB ¢| |ax_1,ax] = e
fir £ = 1,...,n,. Mit dem Mittelwertsatz (Satz 9.11) existieren & € |ax—_1,ax] mit
F(ar) — F(ag—1) = f(&) (ax —ag—1), da F als differenzierbar vorausgesetzt ist. Wir
haben nun

gf(fk) (ap —ap—1) — :z:n: ce(ag — ag—1)
< :Z:n: | f(&) — ci] (ar —an—1) < ﬁ :foak ) = %
und andererseits
:iff(ﬁk) (ar — ar—1) = ?: (F(a) — F(ay_1)) = F(b) — F(a),

und folglich

Nm 1
(F(b) = F(a)) — > (ax —ap-1)| < —.
k=1 m
Nom b
Mit m — oo streben die Summen »  c¢x(ar — ap_1) gegen / f(z) dz, und damit ist der
k=1 @
Beweis vollstdndig gefiihrt. o

Bemerkung: Setzt man in Satz 10.8 sogar f € C([a, b]) voraus, so folgt die Behauptung
sofort aus Satz 10.7. Denn bezeichnet man fiir den Moment G(z) = / f(t) dt, so gilt
G'(x) = f(z) mit Satz 10.7. Damit haben wir F'(z) = G'(z) fiir alle = € [a,b], und
folglich ist G — F' eine Konstante. Da G(a) = 0, ist diese Konstante gleich —F'(a). Somit
gilt G(x) = F(z) — F(a) und

b
Mit Satz 10.8 hat man nun eine sehr praktische Methode, das Integral / f(z)dz zu
berechnen, vorausgesetzt man kennt eine Stammfunktion von f. Satz 10.7 S;gt uns, dafl
zumindest jedes stetige f eine Stammfunktion besitzt. Es gibt zahlreiche Tabellen, in
denen eine Stammfunktion zu gegebenem f angegeben ist.

(1) flz) =2, F(z)= (a7 -1 >0



(5) f(z) =sin(z), F(z)= —cos(x) reR
(6) f(z) =cos(z), F(x)=sin(x) reR

u.S.W.

Es gibt auch sehr niitzliche Regeln fiir die Berechnung von Integralen.

Satz 10.9 (Partielle Integration) Seien f,g € R([a,b]), zu denen differenzierbare
Funktionen F und G existieren mit F'(x) = f(x), G'(x) = g(z) fir alle x € [a,b].
Dann gilt:

Beweis. Man setze H(z) = F(x)G(z). Mit der Produktregel (Satz 9.3) gilt H'(x) =
f(z)G(x) + F(x)g(x) fur alle z € [a,b]. Man beachte, daB8 H’ eine Regelfunktion ist
(etwa wegen Satz 10.5). Nun wende Satz 10.8 an, und man erhilt

F@QM—FMWW%:H@—H@:i[H@Mm

:Kﬂ@qmm+é%@gmm

Satz 10.10 (Substitutionsregel) Sei f € C([A, B]), wund bezeichne F eine Stamm-
funktion von f. Sei ferner ¢ : [a,b] — R stetig differenzierbar (d.h. ¢’ existiert und ist
stetig) mit ¢(|a,b]) C [A, B]. Dann gilt

©(b)

[ s dway = 77 ) o

v(a)

Beweis. Da wir f stetig vorausgesetzt haben, besitzt f eine Stammfunktion. Beachte
auch, da (f o) ¢’ € C(la,b]) C R([a,b]) gilt. Mit der Kettenregel (Satz 9.4) gilt: Ist
F Stammfunktion von f, so ist F o ¢ eine Stammfunktion von (f o ¢) ¢’

Mit Satz 10.8 folgt nun

/abf(SO(y)) Gy)dy = Fopd) — Fopla) = / f(x) de.

Meistens schreibt man fiir die Stammfunktionen F'+4-c von f einfach das Symbol / f(x)dx.
Natiirlich ist / f(z)dz also auch bis auf eine additive Konstante festgelegt. (Man nennt

/f(x)dx das unbestimmte Integral von f.)
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Beispiel:

Berechnung der Integrale / cos"(z) dr und / sin”(z) dz.

Dazu leiten wir eine Rekursionsformel mit partieller Integration her.

Man nehme F' = cos"™!, G =sin. Dannist f = —(n — 1) cos" ?sin, g =cos. Mit
Satz 10.9

/cos"(x) dr = cos" '(z) sin(z) + (n—1) /COS”’Q(x) sin®(z) du,
also

/cos”(x) dr = cos" (z) sin(z) + (n—1) /cos”’Q(:c) (1 —0052(3:)> dx.

Einfaches Umstellen ergibt

n/cos”(x) dr = cos" '(z) sin(z) + (n—1) /cos”_z(x) dx (10.2)
Genauso folgt

n/sin”(:z:) dr = —sin"(z) cos(x) + (n—1) /sin”_Q(x) dx (10.3)
Mit den speziellen Grenzen a =0, b = g erhélt man fiir die Folge ¢, := / i cos"(x) dx :
0

/2 /2
(2n) co, = Qn/ cos?(z) de = (2n —1) / cos %(x) dx = (2n —1) can_s
0 0

Daraus folgt

_ 2n—1 _2n—12n— /Tf/2 2n—12n—3 17T(104)
T T T I R m—2 29
Ebenso gilt

(2n+1) coni1 = 2n oy, und folglich
2n 2n — 2 2 /2 2n 2n — 2 2
el = ) .2 dr = . c.-=—-1 (10.5
Gl T 901 o —1 3 / cos(w) dv = 5 = 5,1 g L (109)
Damit konnen wir das Wallissche Produkt berechnen.
Setze
2:24-4 (2n)(2n) Cons1 T
Wy, = e = —.
1-33-5 (2n—1)(2n +1) Con 2
Wir begriinden nun, daf3 lim Ontl _ 1, woraus dann
lim w, = g (10.6)
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folgt.

Aus cos®™ > cos® 1 > cos? 2 auf [0, 7], folgt cap > cong1 > Conse und daraus erhilt
man om 41
c c n
1 Z 2n+1 Z 2n+2 _ 1.
Con Con 2n + 2

Damit ist (10.6) bewiesen.

Nun konnen wir auch eine offene Frage aus Kapitel 4, Beispiel 2 (nach Korollar 4.6)
erledigen. Dort ist

246 o
=135 -1
1 2 2
Nun ist aber w, = p? . Aus Kapitel 4 wissen wir, dafl Pn —~ 2 Da
2n+1 2n +1 2

w, — g nach dem gerade Bewiesenen, folgt o = /.

Anwendungen der Substitutionsregel finden sich in den Ubungsaufgaben.

Als néchstes fithren wir das Riemann-Stieltjes-Integral ein. Eine Motivation liegt in der
Statistik. Auch eine physikalische Uberlegung fiihrt zu diesem Integral. Die Punkte a4, ..., a,
der z-Achse seien mit den Massen myq, ..., m,, belegt. Der Schwerpunkt dieses Punktesy-

n n
stems ist xs = > myar/ Y mg.
k=1 k=1

Als kontinuierliches Analogon sei auf dem Intervall [a, b] Masse verteilt, und zwar gemifl
einer Belegungsfunktion m(x), fiir die m(z) die im Intervall [a, z] vorhandene Masse be-
schreibt, also ist m(b) =: M die Gesamtmasse auf [a, b].

Ist nun a = ag < a3 < ... < a, = b eine Teilung von [a,b] und 7 € [ax_1, ax|, so ist rein
von der Anschauung

= 37 L7 (mlew) ~m(or)
eine Naherung fiir den Schwerpunkt des Massesystems.

Im folgenden ist « : [a,b] — R eine monoton wachsende Funktion. Fiir jede reellwertige,
beschrénkte Funktion f € B([a,b]) und jede Teilung a < ay < a1 < ... < ap, = b (wir
benutzen abkiirzend P fiir eine Teilung) setzen wir

My = sup f(x), my = inf  f(2)

ak,lgmgak ak_lgxgak

und schlieilich N
O(f,P,a) := Z My, (aar) — alap-1)),

U(f,P a):= Z my (a(ar) — alag_1)) .
Offensichtlich gelten:

(i) U(f, P,a) <O(f, P, a)
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(i) Ist P, feiner als Py, so ist U(f, Py, ) < U(f, P, ) und O(f, Py, ) > O(f, Py, ).
(iif) Sind P, P zwei beliebige Teilungen, so gilt U(f, P,a) < O(f, P, a).

Wihrend (i) und (ii) unmittelbar aus der Definition von U(f, P, ) und O(f, P, «) folgen,
erhilt man (iii), indem man eine Teilung P’ wihlt, die feiner als P und P ist. Mit (i) und
(ii) folgt dann

U(f,P,a) < U(f,P',a) < O(f,P,a) < O(f, P, a).

Insbesondere ist mit feiner werdenden Teilungen U( f, P, ) monoton wachsend und nach
oben beschrankt, und O(f, P,«) monoton fallend und nach unten beschriankt. Damit
existieren

—b
/a f(z) da(x) := ir};fO(f, Pa) €eR

und ,
/ f(z) da(z) := supU(f, P,a) € R,
I q P

und es gilt mit (ii)

/f ) da(z /f ) da(z (10.7)

Definition 10.11 Sei f € B([a,b]). Giltin (10.7) sogar Gleichheit, so heifit f beziiglich
a Riemann-Stieltjes-integrierbar, und man bezeichnet dann

/f ) da(x /f ) da(x /f ) da(x

b
und nenm‘/ f(z) da(x) das Riemann-Stieltjes-Integral von f beziiglich a dber
la,b]. In Zeichen: f e R(w).

b
Bemerkung; Ist speziell a(z) = x, so schreibt man / f(z)dz und nennt dieses Integral

Riemann-Integral von f.

Das Riemann-Integral ist also ein Sonderfall des Riemann-Stieltjes-Integrals. Betrachtet
man die gebildeten Summen O(f, P,«), U(f, P,«) fiir a(x) = x, so 148t sich vermuten,
daf Cauchy-Integral und Riemann-Integral fiir Regelfunktionen f € R([a,b]) identisch
sind. Es gibt allerdings Riemann-integrierbare Funktionen f, die nicht in R([a, b]) liegen.
Ist a(z) = x, so schreiben wir kiinftig f € R statt f € R(a). Man sollte einige der
folgenden Resultate fiir den besonderen Fall a(x) = x mit den Ergebnissen zum Cauchy-
Integral vergleichen.

Satz 10.12 Fs gilt f € R(«) auf [a,b] genau dann, wenn fir jedes € > 0 eine Teilung P
existiert mat

O(f,P.a) — U(f,P,a) <e. (10.8)
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Beweis. Gelte (10.8). Da fir jedes P gilt
U(f, P, ) /f ) do(x /f ) da(z) < O(f, P,a),

folgt aus (10.8), daB / F(x) da(x / f(z) da(z) gilt.

Seinun f € R(«) Vorausgesetzt Dann exisitiert zu € > 0 eine Teilung P, mit O(f, P, ) —
b

/ f(z) da(x) < 5, und eine Teilung P, mlt/ x)da(x) —U(f, Py,a) < % Ist nun
P feiner als P, und P, so folgt

O(f, P,a) < O(f,P,a) < /bf(:p) do(z) + % < U(f,Pya) +¢ < U(f,P,a) +e

a

also (10.8). o

Das folgende Ergebnis besagt, dafl das Riemann-Stieltjes-Integral nicht nur durch Infima
bzw. Suprema von f auf den kleinen Teilungsintervallen [ay_1, ax] bestimmt wird, sondern
daB wir beliebige Funktionswerte f(&x), & € [ak—1,ax] wéhlen diirfen.

Satz 10.13 Sei f € R(«), und seien € > 0, P = {ag,...,a,} dazu bestimmt, so dafl
(10.8) in Satz 10.12 gilt. Dann folgt

b

if(fk) (a(ag) — alar—1)) — / f(x) da(z)| <e, (10.9)

a

wobei & € [ag—1,ar], k=1,...,n.
Beweis. Offensichtlich gilt f(&) € [mk, Mg, also

U(f Pa) £ 30 1(6) (alw) — alar) < O, Pra)

Daraus folgt sofort (10.9). o

ODb eine konkrete Funktion f in R(«) liegt, hdngt natiirlich auch von « ab. Der folgende
Satz beinhaltet aber, dal C'([a,b]) € R(«) gilt fir alle a. (Vorausgesetzt ist nach wie
vor, dafl @ monoton wachsend ist.)

Satz 10.14 FEs gelten:

(1) C([a,b]) € R(a)

(2) Ist o zusdtzlich stetig auf [a,b], so liegt jede monotone Funktion f : |a,b] — R in
R(«).
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b
Beweis.  Wir merken an, daf§ der Fall & = ¢ immer / f(z) da(x) = 0 fir alle

f € B([a,b]) liefert. Dieser uninteressante Randfall wird im afolgenden ausgeschlossen.

€

a(b) — ala)
existiert ein § > 0, so dafl

(1) Sei e > 0. Setze n = Da f gleichméfig stetig ist (siehe Satz 8.20),

If(x) = fly)] < g fir alle =,y € [a,b], |z —y| <.

Sei P = {ay, ..., a,} eine Teilung von [a, b] mit min (ar—ax_1) <9, so folgt damit

k=1,...,m

My —my, < g k=1,..n. Folglich
O(fa P,Oé) - U(f,P, a) = Z(Mk_mk) (a(ak)_a<ak—1))
k=1

< g (a(b) — a(a)) = % <e
Satz 10.12 liefert die Behauptung.

(2) Wir betrachten nur den Fall, da§ f monoton wéchst.
Sein € N. Mit dem Zwischenwertsatz (Korollar 7.8) — angewendet auf o — kénnen
wir sukzessive Punkte a = ag < a1 < ... < a,, = b bestimmen, so dafl

alar) — alag_1) = M.

Da f monoton wachsend ist, gilt My = f(ar), my = f(ar_1), und folglich fiir
P ={agp,...,a,}
O(f, Pa) = U(f, Pa) = alt)— ata) i (fax) — flar-1)) = a(b) — ale)

n k=1

Mit n — oo (und Satz 10.12) folgt die Behauptung.

Bisher haben wir das Riemann-Stieltjes-Integral nur fiir reellwertige f € B([a, b]) erklart.
Ist f € B([a,b]) komplexwertig, so betrachte Re f € B([a,b]) und Im f € B([a,b]). Sind
Re f € R(a) und Im f € R(«a), so setzen wir

b b b
/ (o) da(z) = / Re f(z) da(z) +i / Im f(z) da(z) (10.10)
und schreiben f € R(a) und nennen f Riemann-Stieltjes-integrierbar bzgl. «. Natiirlich

heifit das in (10.10) erklérte Integral auch Riemann-Stieltjes-Integral von f bzgl. a. Wir
haben die Eigenschaften wie Linearitdt, Monotonie, Beschrinktheit, wie erwartet.

Satz 10.15 Seien f,g € R(«a), A € K. Es gelten
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(i) f+g€R(), A e€R(a) und
b

[ @)+ o)) dotr) = [ 7(@) data) + [ g(a) dofa)

a

/ab/\f(x) do(z) = A [ f(z) da(z)

a

(i1) Sind f,g reellwertig, f < g, so gilt
b b
| f@) dat@) < [ g(a) data)

(iii) Es gilt |f] € R(a) und
/bf(x) do(z

Beweis. (i) und (ii) folgen unmittelbar aus der Definition. Gegebenenfalls hat man
Realteil und Imaginérteil separat zu studieren.
(iii) Den Nachweis von |f| € R(«) verschieben wir bis nach dem folgenden Hilfssatz.

b b
Seiw € C, |ul =1 so gewdhlt, dafl u/ f(x)da(z) = / f(z)da(x)|.
(i) und (ii)

< [1@)] data) < 1§ o (@(t) - a(@)

Damit folgt aus

‘/abf(a:) do(z)| = u/:f(x) da(z) = /abuf(a:) da(z)

/Reuf da(x) —i—z/Imuf /Reuf da(x)
< [1url) data) = [(17@) da) < 17 e (a) - ala)).

Lemma 10.16 Sei f € R(«) auf [a,b] und reellwertig mit m < f < M. Ferner sei
@ : [m, M] — R stetig. Setze h(z) := po f(x) fir alle x € [a,b]. Dann gilt h € R(«) auf
[a, b].

Beweis. Sei € > 0. Da ¢ gleichméfig stetig ist, existiert 6 > 0 mit 0 < § < € und
lo(z) —p(y)| < e firalle z,y € [m, M] mit |z —y| < 4. Sei P ={ao,...,a,} eine Teilung
von [a, b] mit

O(f,P,Oé) - U(f,P,Oé) <62'

Seien my, M, die Infima und Suprema von f auf [ay_1,ax] und my, M, diejenigen von h
auf [ax_1, ar]. Wir teilen {1,...,n} ein in zwei Klassen

= {k: My —my <0}, B:= {k: My, —my >0}
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Fiir k € A folgt nach Wahl von § > 0, daf3 My, — 1y, < e gilt. Fiir k € B gilt sicherlich
M — 1y, <2 ¢ |l mit || ¢ |loo:= n[la:}%ﬂ |o(z)]. Wir haben nun
re|m,

03 (afar) —alar1)) < > (My—my) ((afar) — aag-1))

keB keB
Z (M, — my) (alag) — a(ap_1)) < 6%

also Y (a(ax) — a(ay_1)) < 4. Folglich gilt

O(h, P,a) =U(h, P,ar) = gm—m) (a(ar)—alar-1)) + kZBWk—mk) (a(ax)—a(ar-1))
< efa(b) —a(a)) +2 [ ¢lled < €(afb) —ala) + 2 ¢ llo)-
Da e > 0 beliebig gewihlt werden kann, folgt h € R(«). o

Korollar 10.17 Sind f,g € R(a), so sind f-g € R(a) und |f| € R(a). Sind f,g
reellwertig, so gilt max(f,g), min(f,g) € R(«).

Beweis. Seien f und g zunichst reellwertig. Setze in Lemma 10.16 ¢(z) = z%. Damit
ist f2 € R(a), falls f € R(a). Aus fg = 1((f+9)°—(f—g)?) folgt fg € R(a).

Uber gesonderte Betrachtung von Realteil und Imaginirteil folgt fg € R(a) auch fiir
komplexwertige f, g € R(«).

Mit |f(z)] = (Re f*(z) + Im fz(x))l/2 reicht es nochmals, Lemma 10.16 heranzuziehen,
und zwar mit ¢(z) = \/x.

f+g |f—yl
+ 9 2

Schlielich beachte: max(f,g) = 5 5

Eine weitere Rechenregel ist:

Ist f € R(av1) und f € R(a2), so gilt f € R(ay + az) und

/ab f(z) d(ag + ao)(x) = / f(x) doy(z) + / x) dos(x

(Der Beweis folgt direkt aus der Definition)

Wir wollen nun zwei wichtige Spezialfélle fiir a genauer studieren. Bezeichne fiir x € R

<
H(z) = { (1] i;g (Heaviside-Funktion)

Satz 10.18 Sei s € Ja,b], f € B([a,b]) und stetig in s. Bezeichne as(z) := H(x — s).
Dann gilt:

[ 1) dos(a) = 05
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Beweis. Betrachte die Teilung P = {aog, a1, as,a3} mit a = ag < a1 = s < ag < ag = b.
Dann gilt
O(f, P,a) = My(0—0) + My(1—0) + Ms(1—1) = M,

und analog
U(f, P, CYS) = my.

Da f stetig in s ist, folgt mit ay — s auch My = sup f(z) — f(s) und my — f(s).

s<zx<a2
b
Dann mufl aber/ f(z)das(z) = f(s) gelten. o
Satz 10.19 Seien ¢, > 0 mit ch konvergent. Ferner seien s,, n € N wverschiedene
k=1

Punkte in |a,b] . Betrachte die monoton wachsende Sprungfunktion o : [a,b] — R,

alr) = ickask(x) = ickH(x—sk)

k=1

Sei f € C([a,b]). Dann gilt

o0

/:f@) da(z) = 3 crf(Se) (10.11)

k=1

(D.h. fiir derartige Sprungfunktionen o wird das Riemann-Stieltjes-Integral zu einer Rei-
he.)

Beweis.  Man beachte, daf§ a(z) fiir jedes x € [a,b] existiert. Man benutze etwa das
Majorantenkriterium, aus dem auch a(z) < a(y) folgt fir x < y. Desweiteren ist

afa) =0, afd) = .
k=1
(Mit ¢ =0 fiir k= N + 1, N + 2, ... hat man auch endliche Summen.)

Sei € > 0. Wahle N € N mit Z ¢ < €, und setze
k=N-+1

N e
a1 (z) = Y epang (2), a(z) = > cpag,(2)
k=1 k=N+1
Mit Satz 10.18 und Satz 10.15(i) folgt
b N
| ) done) = 3 cuf(sn).

k=1
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o0

Mit ag(b) — as(a) = > ¢ <egilt
k=N+1
b
| fl@) dax(@)) < f i €
Da a = ay + ay, folgt damit
b N
[ 1@ dat@) = S af(s)] < 01 e
@ k=1
Das heifit aber - ,
> af(s) = [ f(x) dala).
k=1 @

Satz 10.20 Seia : [a,b] — R monoton wachsend und differenzierbar derart, dafi o' € R.
Ferner sei f € B([a,b]). Dann gilt f € R(«) genau dann, wenn fo' € R ist. In diesem
Fall hat man

/a " 1) daz) = / " )l (2) do (10.12)

(D.h. das Riemann-Stieltjes-Integral von f bzgl. « ist nichts anderes als das Riemann-
Integral von fo'.)

Beweis. Mit o/ € R konnen wir Satz 10.12 anwenden. Also existiert zu € > 0 eine
Teilung P = {ay, ..., a, } von [a,b] mit O(</, P,id) — U(a/, P,id) < e. Diese Abschétzung
gilt auch fiir jede feinere Teilung P’ O P. Auflerdem gibt es mit dem Mittelwertsatz (Satz
9.11) & € Jag—1,ar] mit a(ag) — a(ag-1) = (&) (ar — ar—1) fir alle k =1,...,n. Fur
ein beliebiges n € [ax_1, ai| folgt

zn: |/ (&) — &' (k)] (ag — ax—1) < O(, P,id) — U(/, P,id) <.
k=1

Daraus erhélt man mit a(ax) — a(ar—1) = /(& )(ar — ax—1) :

S ) (aes) — alag ) = 3 Fl)al () s — )

=:ﬁﬂmmwwmemﬁw—ﬁﬂmmmwws%4>
<1 e 1060 — )] (00— ) < 17l e (10.13)

Insbesondere gilt

n

> fOm) (alar) — alar-1)) < O(f,Pid) + || f [l €

k=1
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fiir beliebige 1y, € [ag_1,ax], und folglich
O(f.P,a) < O(fo/, Pid) + || f [l €.

Genauso folgt
O(fa/,P7id) S O(f,P,O() + H f HOO €.

Dies gilt fiir jede feinere Teilung P’ O P, woraus

) da(a) ~ [ fa < Sl e
folgt. Da € > 0 beliebig wahlbar ist, gilt
[ 1@ dote) = [ 16
fiir jede beschrinkte Funktion f.
Entsprechend zeigt man
[ 1@ dot) = [ tta
Nun folgt die komplette Behauptung des Satzes. o

Am Ende dieses Paragraphen haben wir noch einen wichtigen Punkt zu erlautern. Fiir
a =id haben wir ndmlich zwei Integrale: Das Cauchy-Integral und das Riemann-Integral

auf [a, b].

Das Riemann-Integral ist das allgemeinere Integral. Denn es gilt R([a,b]) € R, und
auf R([a,b]) stimmen beide Integrale iiberein. Dazu hat man nur zu beachten, dafi bei-
de Integrale auf T'([a,b]) den gleichen Wert ergeben. Alsdann hat man einen Satz iiber
gleichméflige Konvergenz und Integration im néchsten Paragraphen zu zitieren, und man
ist fertig. Insbesondere sind alle stetigen Funktionen und monotonen Funktionen auf [a, b]
Riemann-integrierbar, was wir bereits mit Satz 10.14 wissen.

Natiirlich sollte man eine Funktion f € R\R([a,b]) angeben. Bezeichne f:[—1,1] — R

fx) = {sin (;) fir . # 0
0 fiir x = 0.

Nun gilt f ¢ R([—1,1]), denn f(0+) und f(0—) existieren nicht. Andererseits gilt f € R,
wie aus folgendem Kriterium folgt.

Satz 10.21 (Riemann) Sei f € B([a,b]) reellwertig. Es gilt f € R genau dann, wenn
fir alle v >0, 0 >0 ein § > 0 existiert, so dafs fiir jede Teilung P = {aog,ay, ..., a,} mit
[(P):= max (ap —ax—1) <6 folgende Figenschaft gilt:

Sy =Y (ar —ar_1) <v, wobei A :={a, € P: My —my > o}
keA
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Beweis. Sei f € R. Wahle mit Satz 10.12 ein § > 0 so, dal O(f, P,id) — U(f, P,id) <
ov, falls [(P) <. Dann gilt

oS, < i(Mk—mk) (ar, —ap—1) = O(f, P,id) — U(f, P,id) < ov,
k=1

also S, < 1.

Fiir die umgekehrte Beweisrichtung sei D = sup f(x) — 1r[1fb f(z). Dann existiert zu
z€[a,b] z€|a
v>0,0>0 eind >0, sodaf

O(f,P,id) — U f Pld Z Mk—mk ak—ak_l)

= ZA(Mk —mk) (ak - ak_l) + ;(Mk —mk) (ak - CLk_l) S vD + o (b— CL)

fir alle P mit [(P) < 4.

Zu gegebenem € > () wéhle nun v = %, o = 20 ‘ 5 Dann gilt
—a
O(f, P,id) = U(f, P,id) <. o
Kehren wir zum Beispiel
!
fz) = sin (;) x#0
0 z=0

zuriick. Seien v,0 > 0. Wihle @ > 0 mit 0 < 2a < v. Nun ist |f'(z)] < C Vuz €
[—1, —a] U], 1], und folglich existiert mit dem Mittelwertsatz ein § > 0 mit 2a+ 20 < v
so daB fiir alle P mit {(P) < § gilt

={ar€P: Mp,—my >0} C [-0—a,a+0]
Somit folgt

S, = Z(ak—ak_l) < 2a0+20 <.
kEA

Mit Satz 10.21 gilt also f € R.
Ein Beispiel fir f ¢ R ist f:[0,1] — R,

1 z€Q
fl@) = {0 z € R\Q

Betrachte hier v = %, o= % Fiir jede Teilung P gilt M} — my = 1, somit
" 1

51/3 = Z(ak — ak,l) =1 >-.
k=1 2

Wir merken noch an, dafl Satz 10.7 und Satz 10.8 wortwortlich fiir f € R gelten. Der Be-
weis von Satz 10.8 148t sich mit Satz 10.12 direkt iibertragen. Bei Satz 10.7 ist iiberhaupt
nichts zu dndern.
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Uneigentliche Integrale der Art
b

/aoo f(z)dr = lim [ f(z)dz

b—oo Jg

(falls der Grenzwert existiert), werden wir nicht néher behandeln. Mit dem Lebesgue-
Integral werden wir spéter einen sehr allgemeinen Zugang entwickeln.
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11 Funktionsfolgen und gleichmiéflige Konvergenz

Die Problemstellung kann man am einfachsten an einigen Beispielen erértern

sin(nx)

Vn
Offensichtlich gilt fiir die Grenzfunktion f(z) := lim

n— o0 \/ﬁ

Fiir die Ableitungen gilt: : f/(z) = +/ncos(nx), aber f'(z) = 0. Somit konvergiert
f! keinesfalls gegen f’.

(1) Sei fu :R—=R, fu(z) =

sin(nx) 0

(2) Sei f,:[0,1] = R, fu.(z) =n’z (1 —2*)"
Wir haben f,(0) =0 = f,(1) und fiir z €]0,1[ gilt auch

lim f,(z) =0 (dan*¢" —0 fir0<gqg<1)

Hingegen gilt

1

/()lx(l—x2)"dx - %/olyndy - %51:11 . 2n1—|—2
und folglich
/f” ) dz =’ 2n+2_>
Somit konvergiert /0 1 fn(x)dx nicht gegen /0 nhlglo fa(z)dx =0.
Setzt man g, (z) = nx (1 —2?)", so gilt /01 gn(z)dr — %, aber
/ A2, gn(2)dw = 0.
(3) S .
@) = Tim (cosml ma)™ — { I fallsz =, kez
0 sonst

Insbesondere gilt f,,][0,1] € R([0,1]).
Fiir die Grenzfunktion f(z) = lim f,(z) haben wir

)1 fallsz e
) = {0 falls = € R\Q

Ist ndmlich = € R\Q, so gilt f,,(z) =0 fiir alle m € N.
Ist x € Q, etwa xz = p (p,q € Z), so haben wir fir m > ¢ auch m!x =
q

1.2-3-...-m-2 €7 Also fm(z) =1 falls m > ¢q. Damit ist f|[0,1] ¢ R.
q
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An diesen Beispielen sehen wir, dafl bei (punktweiser) Konvergenz von Folgen (f,,(Z))nen
Differentiation, Integration mit der Limesbildung nicht vertauscht werden diirfen. Das
letzte Beispiel zeigt sogar, daf§ fiir die Grenzfunktion das Riemann-Integral gar nicht
gebildet werden kann. Mit anderen Worten: R ist nicht abgeschlossen unter punktweiser
Konvergenz.

Wir kennen inzwischen fiir beschriankte Funktionen f € B(M) mit || f || = sup |f(x)|
xeM

einen Konvergenzbegrift:

ll-lloo

fo = f ﬁjgg\fn(@—f(w)\ — 0

(gleichméBige Konvergenz!). Storend ist hierbei noch, daf§ wir prinzipiell nur beschrénkte
Funktionen betrachten konnen.

Definition 11.1 Sei M eine Menge, f,: M — K, n €N wund f: M — K Funktionen.
(fn)nen heifit gleichméBig konvergent gegen f, falls fiir alle e > 0 ein N € N existiert
mat

|fulz) — f(z)] <e€ fiir alle n > N und alle x € M

Letzteres ist dquivalent zu

sup | fn(z) — f(z)] — 0 mit n — oo
xeM

Wir schreiben f, — [ gleichmdf$ig auf M.

Bemerkung: Sind alle f,,, f € B(M), so gilt f, — f gleichméBig auf M genau dann,
wenn f, — f bzgl. || - ||~ -

Das erste Ergebnis behandelt die gleichméflige Konvergenz und die Stetigkeit.

Satz 11.2 Sei M ein metrischer Raum mit Metrik d, und sei (fn)nen eine Folge K-
wertiger Funktionen f, : M — K, die auf M gegen eine Grenzfunktion f : M — K
gleichmaf$ig konvergieren. Sind alle f, (in einer Stelle a € M) stetig, so ist f auch (in
a € M) stetig.

Beweis. Seie > 0. Esgibt ein N € Nmit |f,(z) — f(x)] < % fiir alle x € M, n > N,
wegen der gleichméfBigen Konvergenz. Mit der Stetigkeit von fy in a gibt es ¢ > 0 mit
lfv(z) — fn(a)| < g fiir alle x € M mit d(x,a) < §. Fiir die Grenzfunktion gilt dann
|f(z) = fla)] < [f(z) = ()] + [fn(@) = fn(a)] + [fnla) = fla)] <e

fir alle x € M mit d(z,a) < 4. o

Bemerkung: Es mufl nicht notwendigerweise gleichméflige Konvergenz vorliegen, damit
eine punktweise Grenzfunktion f stetiger Funktionen f, stetig ist. Die f,, von Beispiel
(2) haben die Nullfunktion als Grenzfunktion. Die Funktionen f,, konvergieren aber nicht
gleichméfig gegen die Nullfunktion.
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1 1

) — 00, (denn <1 - ) — e 1) gilt sogar: | f. —
n n

Da fn(\/lﬁ

0 [|oo— 00.

) = n?? (1—

Ein Kriterium fiir die gleichméBige Konvergenz ist in Ubungsaufgabe H17 (Kriterium von

Dini) zu finden. Betrachten wir den K-Vektorraum C(M) ={f: M — K : f stetig } so

ist — wie wir wissen — C(M) mit || f ||oc = sup |f(x)| (vgl. Korollar 8.9) ein normierter
zeM

Raum. Mit Satz 11.2 erhilt man

Korollar 11.3 Sei M ein kompakter metrischer Raum. Dann ist C(M) mit || - || ein
Banachraum.

Beweis. Man hat die Vollstdndigkeit zu zeigen. Vergleiche hierzu H19. o

Als néchstes behandeln wir gleichméaflige Konvergenz und Integration.

Satz 11.4 Sei « : [a,b] — R monoton wachsend. Seien f, : [a,b] — K Funktionen aus
R(«), die gleichmafsig gegen eine Grenzfunktion f : [a,b] — K konvergieren. Dann ist
f € R(a), und es gilt

/abf(m) da(z) = lim /ab fn(z) do(z)

n—oo

b
(Insbesondere konvergiert auch (/ fn(x)d&(x)> )

neN

Beweis. Es reicht, reellwertige f,, zu betrachten. Setzt man ¢, = sup |f.(z)— f(z)],
x€la,b]

so gilt fiir alle = € [a, b]
folx) —en < f(2) < fulz) +en

und damit
[ Gul) — e date) < [ f)dae) < [ ) da@) < [ () + ) dato)

< q a

Umgeordnet erhalt man

0 < Zf(x) da(x) — /bf(ac) do(z) < 26, (a(b) — ala)).

< a

Mit €, — 0 folgt f € R(a). Desweiteren folgt aus Obigem:

/abf(l') do(z) — /abfn(x) do(z)| < e, ((b) — ala)).

o

Bemerkung: Mit Satz 11.4 folgt R([a,b]) € R. Man vergleiche die Diskussion am Ende
von Paragraph 10.
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Korollar 11.5 Sind f, € R(«), und konvergiert die Reihe

fmziMm

N

gleichmafig auf [a,b] (d.h. die Partialsummen Y. f,(x) konvergieren gleichmafig gegen
n=1

f(z)), soist f € R(a) und

/abf(x) do(z) = g/ab fn(z) da(z).

Mit Blick auf Satz 11.4 betrachte man nochmals die Beispiele (2) und (3).

Nun wenden wir uns den Beziehungen zwischen gleichméfiger Konvergenz und Differen-
tiation zu. Mit Beispiel (1) sehen wir, daf gleichméiBiige Konvergenz von (f,)nen es nicht
ermoglicht, dal Differentiation und Grenzwert vertauscht werden diirfen.

Satz 11.6 Seien f, : [a,b] — K stetig differenzierbare Funktionen, die punktweise gegen
die Funktion f : |a,b] — K konvergieren. Die Folge (f])nen konvergiere gleichmdfig auf
[a,b]. Dann ist f differenzierbar und es gilt

fl(x) = Jim fl(x) fir alle x € [a,b)].

Beweis. Sei f = 71113010 fl. Mit Satz 11.2 ist f :]a,b] — K eine stetige Funktion. Mit
Satz 10.8 gilt fiir alle x € [a,b], n € N
fal@) = fula) + [ £00) .
Mit Satz 11.4 konvergiert /m fr(t)dt gegen /x f(t)dt.
Damit gilt f(x) = f(a) j/gﬁ f(t)dt. Mit ]a)ifferentiation erhalten wir f'(z) = f(z),

a

vergleiche Satz 10.7. o

Im Paragraphen 6 haben wir Potenzreihen eingefiihrt und untersucht. Im Paragraphen 7
(Korollar 7.6) haben wir die Stetigkeit einer Potenzreihe im Inneren des Konvergenzkreises
hergeleitet, und zwar mittels eines Satzes iiber Majoranten, Satz 7.5. Zur Differentiation
von Potenzreihen benétigen wir ein Resultat zur gleichméfiigen Konvergenz, um Satz 11.6
anwenden zu konnen.

Satz 11.7 Sei M eine Menge, fi : M — K beschrinkte Funktionen mit || fella =
sup | fx(z)|. Es gelte
reEM

oo
> I fillar < oo
k=1

Dann konvergiert die Reihe § fr gleichmdfig (und absolut) auf M gegen eine beschrinkte
k=1

Funktion f: M — K mit || f||lp < § | fiellaz-
k=1
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Beweis.  Wie im Beweis von Satz 7.5 gilt: f(z) = § fr(x) ist fiir jedes © € M
k=1
wohldefiniert, die Reihe konvergiert absolut in jedem x € M, und es gilt

@) < ki\fm < gufkuM,

also || flly < kzl Il fellas-

Bleibt die gleicﬁméﬁige Konvergenz zu zeigen. Bezeichne die n-te Partialsumme
So(z) == > fulx).
k=1

Sei € > 0. Dann existiert N € N, so daf ioj | fellar < € fiir alle n > N. Fiir alle
k=n+1
x € M und n > N gilt dann

[Sn(@) = f@)] = | > fule)] < X (@) < X lfillw <e
k=n+1 k=n+1 k=n+1
d.h. die S,, konvergieren gleichméfig gegen f. o

Korollar 11.8 Se: % cp2® eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Sei 0 < o <
k=0

R. Dann konvergiertidie Potenzreihe gleichmdfig (und absolut) auf K,(0). Die Potenz-
reihe % kepz"1 konvergiert ebenfalls gleichmdflig (und absolut) auf K,(0). Insbesondere
k=1

gilt fir die Funktion f:]— R, R[ — K, f(x):= § cpx®  folgendes: Die Ableitung ist
k=0

firz e]—R,R] gleich

(@) =Y ke

k=1
Mehr noch, f ist beliebig oft differenzierbar auf | — R, R[, und es gilt firn € N, x €
] - R> R[
fP ) = S k(k—1) - (k—n+1) "™,
k=n

(Ist f" in einem Punkt x differenzierbar, so heifst f"(x) = (f')'(z) die zweite Ableitung
von f in x. Allgemein bezeichnet, falls sie existiert, f*(z) = (f*VY(z) die k-te

k
Ableitung. Man schreibt auch f*)(z) = ch‘i(x))

Beweis. Bezeichne fi.(2) = 2%, 2 € K,(0). Es gilt fiir |2] < o

k
z
[fe(2)] = lerz"] = lere"] ’Q—k| < lexd®,
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d.h. | full,0) < lero]-
Da o < R ist, konvergiert 3 ;0" absolut, und mit Satz 11.7 folgt die gleichmiflige
k=0

Konvergenz von Y ¢x2* auf K,(0).
k=0

Da vk — 1, folgt limsup /k|cx| = limsup {/|cx| = R. Mit der gleichen Argumentation
gt lim sup / |kl m SUp Vel g g

wie eben erhélt man, dafl auch § kepz"1 gleichmiBig auf K,(0) konvergiert.
k=1

Fiir die Aussagen zu den Ableitungen wihle zu x € | — R, R[ ein ¢ > 0 mit |x| <o<R.
Man wende nun Satz 11.6 an, und zwar auf die Partialsummen S, (z) = Z aat, w e

[—0,0]. So erhélt man die Behauptung zu f’. Durch Wiederholung der Bewelsfuhrung
folgt auch die Behauptung zu f” und allgemein f®*. o

Bemerkung: Korollar 11.8 beinhaltet speziell
f™0) = nle, n € Ny (%)

(Konvention: f(® := f). Diese Formel ist bemerkenswert: Man erhilt die Koeffizienten
der Potenzreihe von f durch Ableitungen f*) an einer einzigen Stelle. Umgekehrt lassen
sich die Ableitungen an dieser Stelle direkt aus den Koeffizienten bestimmen.

Man beachte aber: Es gibt Funktionen f, die beliebig oft differenzierbar sind; bildet man
f("( )

fiir kein z # 0. Das helﬁt insbesondere, dafl dlese Funktionen mcht in eine Potenzreihe

jedoch die Potenzreihe Z 2" mit ¢, = gemé$ (x), so konvergiert diese Reihe

entwickelt werden konnen (mit R > 0). Denn wire f(z) = Z aiz® mit positivem
k=0
Konvergenzradius, so gilt f™(0) =n!a,, also a, = c,.

Wir wollen nun den Approximationssatz von Weierstrafl herleiten. Dazu wéhlen wir einen
konstruktiven Weg und betrachten das sog. n-te Bernsteinpolynom zu einer Funktion

0,1 -K
- £1() ()

Wir werden gleich zeigen: Ist f € C([0,1]), so gilt mit n — oo
I Bu(:5.f) = f llo = sup |Bu(t; f) = f(t)] — 0.

t€0,1]

Um dies zu zeigen, haben wir B, (¢; f) fir f(¢t) = f;(t) =/, j =0,1,2 zu bestimmen.
Mit der Binomialformel gilt

Bult, fo) = kﬁj(Z) (L=t =+ (1—t)" =1 (11.1)

und firn > 1

Bu(t, f1) fj%()t’f (1—t)" zz<zii>tk(1_t)n_k

k=0 k=1
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S (n ; 1) (1 — gy g (1= ) = (11.2)

Bultf2) = 3 (S) (1) o = SEEL(M ) gt

k=0 k=0 T
1 n—1 1 n—1 k: 1
_ Z (” . ) s (1- t)n—l—k 4 Ny (” . > k (1 t)n—l—k
" k=0 k=0 "
t  tn—1) % k 1 t  tn—1 t(1—t
_ (n )Z (” >tk(1_t)n—1—k:__+ (n >t: ( >+t2
n n ion—1 k n n n
(11.3)

Man beachte auch:
Bu(t,Af) = ABu(t, f) und Bu(t, [ +9) = Bu(t, f) + Ba(t,9)
und
Bu(t, f) < Ba(t,g)  falls f <g.
Satz 11.9 (Weierstra3scher Approximationssatz) Sei f € C([a,b]). Dann existiert
eine Folge von Polynomen P, derart, daf
dim || P, — f [l =0 (gleichmdfige Konvergenz)

Ist f reellwertig, so kénnen die P, reell gewdhlt werden. Fir a =0 und b =1 kann man

P,(t) = By(t, f) wdhlen.

Beweis. Wir kénnen [a, b] = [0, 1] annehmen. (Man transformiere [a, b] auf [0, 1] durch

p(t) = b_ia) Sei also f € C|0,1]), f # 0. Da f gleichméBig stetig ist, existiert zu
—a

e>0eind >0,so0daB|f(s) — f(t)| <e firalle s, te[0,1] mit|s—t < /0.

2 || f llo
o

Setze o 1= Dann gilt

1f(s) = f()] < € + a(s—1t)° fir alle s,t € [0, 1] (11.4)
Falls |s — t| < v/§ gilt, folgt dies nach oben. Sonst ist
eta(s—t) 2etad =c+2]fllo > If) + fO = If(s) = fO]
Bezeichne g,(t) = (s —t)?. g, ist stetig, und mit (11.4) gilt

—e —ags < f(s) = f < € + ags (11.5)
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fir alle s € [0,1]. Mit (11.5) folgt
—Bu(.,e+ags) = Bu(.,—a—ags) < Bu(.,f(s)—f) < Bu(., e+ ags)

und damit fiir alle ¢ € [0, 1]

(1L.1)

/() = Bult, f)] [Bu(t, f(s) = f)] < Bu(t, €+ ags)

. : (11—t
< € +aBy(t, gs) 2L 0 — 2st +a<! —|—t2>
n

Setzt man s = ¢, so folgt

t(1—1t) a
<€+ —
n n

|f(t) = Bu(t, f)] < e+ a

fiir alle t € [0,1]. Mit n — oo folgt die Behauptung, da € > 0 beliebig wahlbar ist.
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12 Spezielle Funktionsreihen

Wir wenden uns nun der Entwicklung von Funktionen in Reihen zu. Es handelt sich
dabei um Taylorentwicklungen und Fourierentwicklungen, zwei grundsétzlich verschiedene
Zugénge.

12.1 Taylor-Reihen

Satz 12.1 (Taylor)

(Brook Taylor, 1685-1731, Cambridge)

Sei f : [a,b] — K, neN. fO= sei stetig auf [a,b] und f(t) existiere fiir t € |a,b] .
Ferner seien ¢, x € |a,b], ¢ # x. Dann existiert ein £ zwischen ¢ und x, so daf§ gilt

n=1 (k) (. (n)
¥ () () (2 — o)

|
k=0 n.

(x —c)* +

—
&
I
(]

Beweis. Fiir n = 1 ist dies genau der Mittelwertsatz (Satz 9.11).

n—1 f(k)(c> B
Bezeichne T,,_1(t; f) := > X (t — ¢)®, und definiere M durch
k=0 .
flx) = Thoa(zy f) + M (z— )",
-1,
@h v = IO =Tt @ ) G ben s eigens nIM = F(€) fiirein € € Jc, o]

(z =)

bzw. § € |z, c])
Betrachte g(t) := f(t) — Th1(t; f) — M (z —¢)".
Da T,,_1(. ; f) ein Polynom hochstens (n — 1)-ten Grades ist, folgt
g (@t) = f™) — nl M fir alle t € Ja, b

Somit ist nur zu zeigen: Es gibt ein ¢ zwischen z und ¢ mit g™ (&) = 0.
Nun gilt T,Eli)l(c; f) =f®e) firk=0,..,n—1, also g®(c) =0 firk=0,..,n—1.

Nunist g(z) =0 (nach der Wahl von M). Mit dem Mittelwertsatz gibt es ein 21 € ]c, |

(bzw. 1 € |x,c[) mit ¢'(z1) = 0.

Mit dem Paar ¢, x; folgt analog, dafl ein zo € |e,z1[ (bzw. 25 € |x1,¢[ ) existiert mit
g"(z2) = 0. Nach n Schritten kommt man zu einem z,, € |¢,x,—1[ (bzw. z, € |z,_1,¢[)
mit g™ (z,) = 0. Nun setze & = x,,. o

Bemerkung: Der Taylorsche Satz 12.1 zeigt, dafl f durch ein Polynom vom Grad n — 1
approximiert werden kann mit einer moglichen Fehlerabschétzung geméfl der Formel im
Satz. Dazu hat man eine Schranke fiir | f(™] zu kennen.

(n)
Das Restglied R, (x) := / l(f)
n

(Joseph Louis Lagrange, 1736-1813, Berlin, Paris).

(x —¢)" aus Satz 12.1 nennt man Lagrange-Restglied
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Die Polynome

n=1 (k) (.
NP SRR TR

k=0

nennt man Taylor-Polynome mit Entwicklungspunkt c.

Ist f beliebig oft differenzierbar, so heif3t

0o (k) (¢
)= > L o

Taylor-Reihe von f mit Entwicklungspunkt c.

Ob die Taylor-Reihe von f auch f darstellt, kann nur iiber Abschétzung der Restglieder

erfolgen.

Es gibt weitere Darstellungen des Restgliedes (Cauchy, Schlomilch), siche Ubungsauf-
gaben. Verschirft man etwas die Voraussetzung an f, so erhdlt man ein Restglied in

Integralform.

Satz 12.2 Sei f : [a,0] = K, n € N. f sei n-mal stetig differenzierbar. Ferner seien

¢,z € [a,b], ¢ # x. Dann gilt

n=1 £(k) (. -
s = S @m0 + gy [e— i a

Beweis. Bezeichne
R, ist n-mal stetig differenzierbar, und es gilt R™ () = f ().

Mit T,(Lli)l(c; f) = f®) firk =0,..,n —1 gilt desweiteren R¥(c) = 0 fiir k =

0,...,n — 1. Mit partieller Integration folgt

/x(x — )" @) dt = /w(x — )" PRM(t) dt

T

= (z =" "RYV(@)

+(n—1) / (@ — )" 2ROD() dt

— (n—1) / (o — )" 2ROD() dt

Wiederholung der partiellen Integration fiihrt schliellich zu

(n—1)(n—2)~...~2-1/:(:1c—t)0R;L(t) dt = (n—1)! (Ru.(xz) — R,(c)) = (n—1)! R,(x).

Beispiele:
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(1)

Sei f(t) =exp(t), t € R. Mit ¢ = 0 gilt fiir jedes feste x # 0 (da f*(0) =1):

/7 ‘ _ eFllar

n! n!

-1 .k

o -3

(fiir ein & zwischen 0 und x).

Damit kann man leicht zeigen, dafl e nicht rational ist.

1

Annahme:e:B, p,qg €N, g > 2. Damit ist gle € N und « := q!(e—l—i—
q !

1

1
o T —‘) € N. Mit der Restgliedabschitzung folgt aber 0 < v = ¢!R,+1(1) <
! q!

q' <1, ein Wid h
= eln laersprucu.
E T P

Sei f: R — R,

) = { exp (—3712) fir . # 0
0 firz =0

Wir zeigen, daf8 f beliebig oft differenzierbar ist und f™(0) = 0 gilt fiir alle n € N.
(Damit ist die Taylorreihe von f um den Nullpunkt identisch 0, obwohl f ungleich
der Nullfunktion ist.)

Wir zeigen sogar:
1 1 .
f(”)(:c) — Dn <5) exp <—;) fiir 2 # 0 ’
0 firx =0

wobei p,, ein Polynom ist. Dies beweisen wir mit Induktion.

Fiir n = 0 ist nichts zu zeigen. Gelte die Behauptung fiir n. Fiir x # 0 gilt

FOD () = % ( n(%) eXp <_%>)
“on(-2) [ () & () 2

Setze Pn+1 (t) = _p/n (t) t? + 2pn (t) £,

Fir £ = 0 hat man

(n+1) —

(vgl. T35a), Blatt 12).

Héaufig berechnet man Taylor-Reihen durch Umformung bekannter Reihen. Wir benétigen
hierzu ein Ergebnis {iber Umstellungen in der Reihenfolge der Summation. (Ein Nachweis
dhnlich dem Umordnungssatz Z21, Blatt 9 wire moglich, aber sehr aufwendig).

Lemma 12.3 Gegeben sei eine "Doppelfolge” (aij)ien,jen von Zahlen a;; € K. Es gelte
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(i) § la;;j| =b; (absolute Konvergenz bei festem i)
j=1

(i1) § b;  konvergiert.
i=1

Dann folgt

ii%‘ = ii%‘-

i=1j=1 j=1i=1

Bemerkung: DaB man die Summation im allgemeinen nicht einfach vertauschen darf,
belegt folgendes Beispiel (Ubung!)

-1 0 0 O
1 =10 0
0 fiiri < g
2770 fiir i > j
1 1 Pa—
8 4 2

Beweis. Sei M eine abzdhlbare Menge {xg, z1, x5, ...} von Punkten in R mit z,, — x
firn — o0 (zB.z, =1——, zo=1).

M ist mit der natiirlichen Metrik ein metrischer Raum.

018

Wir definieren Funktionen f; : M — K, ¢ € N, durch fij(zg) =

Qjj und fz(*rn) =
1

J

o8

a;; firn € N. Dann gilt lim f;(z,) = fi(zo), d.h. jedes f; ist stetig in .
1 n—oo

J

Da|fi(zo)| <b; und |f;(x,)| <b; fiirallen € N, konvergiert die Reihe %O: fi gleichmifBig
i=1

auf M = {xg,21,...} gegen eine Grenzfunktion g, verwende Satz 11.7.

Mit Satz 11.2 ist g : M — K in 2y € M auch stetig. Das heifit aber nichts anderes als

ii% = ifi(l"o) = g(wo) = lim g(x,)

4 ; n—00
i=1j5=1

i=1 =1 j

j=1i=1 j=1i=1

(Man beachte %% ap = g(z1), § aip = g(ra) — g(r1) usw. Damit konvergieren die
i=1 i=1

Spaltenreihen wegen Satz 11.7) o

Satz 12.4 Sei f:] — R, R[ — K durch eine Potenzreihe
fl@) =3 e 2, lz] < R
k=0
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mit Konvergenzradius R > 0 definiert. Ist c € | — R, R[ , so gilt fir x € |c— (R —
(B —[e))[ = Ur-q(c)

cl), e+

0o (k)c
) = S 1 (o

= k!

(D.h. die Taylor-Reihe von f um c stellt in Up_|(c) die Funktion f dar.)

Beweis. Man hat fiir z € Ug_((c)

ch xr—c) +c)f ic i() c) ki

S (S]] e

wobei die letzte Gleichung sich aus Lemma 12.3 ergibt, indem man setzt:

agj == Cx, (lj) (z —c)d kI j=0,..,k und
ag;j == 0 j=k+1,k+2, ..

i k=i (2 — ¢y
(j)c =)

und diese Reihe konvergiert, da |z — ¢| + |¢|] < R gilt. Somit darf man die Reihenfolge
der Summation vertauschen und erhélt

ii%‘ = ii%‘ = ii%‘ = ii%w

k=0 j=0 k=0 =0 §=0 k=0 §=0 k=j

Es gilt dabei:

o

= > lewl (o=l + |e)*

k=0

[e's) k
PP
k=0 j=0

was genau obiger Gleichheit entspricht.

Bleibt noch festzustellen, dafl mit der Formel aus Korollar 11.8 gilt

f9) _ Zk ) (k—j+1) ¢ 7 = i(?)ckckj'

7! P

Bemerkung: Der gerade hergeleitete Satz 12.4 gilt natiirlich auch fiir R = oo.
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Im Beweis haben wir gezeigt, dafl anschliefende Transformationsformel gilt. Dabei lassen
wir andere Mittelpunkte als Null zu. Das heifit, wir betrachten Potenzreihen

Z e (2 — 20)F, zp € C.

Mit Satz 6.13 gilt dann:

Es gibt genau ein R, so dal Y cx(z — 20)* absolut konvergiert fiir 2 € Ur(z) und diver-
k=0

giert fiir z € C\Kg(zp). Man ersetze nur u = z—zy. R heifit ebenfalls Konvergenzradius

von Y cp(z — 20)F. 2 heiBt Entwicklungspunkt.
k=0

Satz 12.5 Sei z5 € C. Die Potenzreihe Z cr(z — zo)k habe Konvergenzradius R > 0.
Sei zy € Ug(20). Dann gilt fir alle z € UR \Z1 —s|(21) die Gleichung

o0
ch (z — 2)F Z (z—z)
k=0

by = i <k> o (21— 20)"

k=5 \J
Beweis. Wie im Nachweis von Satz 12.4 folgt mit Lemma 12.3:

ick (z — zo)’C = iCk ((z—2z1) + (=1 — zo))k

-5 (z (et >) (o ).

Die letzte Gleichung beruht auf Lemma 12.3, denn

i @ (21— 20)F (2 — 2, )]

konvergiert, falls |z — z1| + |21 — 20| < R, d.h. |z — 21| < R—|z1 — 2] o

Sy

k=0 j=0

Z!CH (|z = 2| + |21—ZO|)
k=0

Wir wollen noch festhalten:

= Y e (2 —20)F, (20 €C), ist in Ur(z) stetig (siehe Korollar 7.6).
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(2) fz) = Y (@—0)*, (c€R), istin Jc— R,c+ R[ beliebig oft differenzierbar,
k=0
und es gilt
fP@) = Y k(k—1) .- (k—n+1) ¢ (x— )™
k=n
(siehe Korollar 11.8).

(3) Ist f(x) = § cx(z — ¢)* durch seine Potenzreihe fiir alle x € |c — R, ¢ + R]
k=0

dargestellt (R > 0), so ist die Taylor-Reihe von f mit Entwicklungspunkt ¢ genau
die Potenzreihe. (Dies folgt direkt aus (2), denn es ist ja f™(c) =n!c,).

Insbesondere gilt folgender Identitétssatz:

Ist fir z € e — o, c+ 0], 0>0

Yoo (w—0)f = D di (x—0)f,
k=0 k=0
so gilt ¢, = d,, fiir alle k € Ny.

Folgendes Beispiel soll Satz 12.4 ergénzen:

> 1

fl@) = > " = — fir [z| <R =1
k=0 1
(k)(_l) 9 k+1

Fiir ¢ = —— erhalten wir o 22 = (3) , und somit
1 o'} 9 k+1 1 k
_ — z - fii - 1,0
/@ =2() () mweel-no

nach Satz 12.4.
Letztere Reihe hat aber Konvergenzradius R = %, konvergiert also fir z € | — 2,1 .

Ahnlich wie im Nachweis von Korollar 11.8 machen wir wegen vk +1 — 1 folgende
Beobachtung:

00 0o Cr ftl
e (z—20)f und (z — 20)
k=0 im0 b+l

haben denselben Konvergenzradius R, und wie in Korollar 11.8 folgt:

o0

(4) Ist f(z) = ex(w—c)* durch eine Potenzreihe fiir alle z € c— R, c+R[ (R > 0)

k=0
dargestellt, so ist

Flz) = % kj’j S@—of firallewce— Ret Rl
k=0

eine Stammfunktion von f.
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Beispiel: Wir wissen

1 (0.9]
= > (-1)F 2" fiir |z| < 1.
1+ =0
Da -Lin(1+2) = ——, folgt mit (4)
a - In %) =13z olgt mi
00 . $k+1
F = —1 ) <1,
Ry N

ist eine Stammfunktion von f, d.h. In(1+z) = F(z)+ ¢ mit einer Konstante c. Setzt
man x = 0, so folgt ¢ = 0. Damit haben wir

i L J}k+1
In(l4+2z) = » (—1) fir |z| <1
k=0 kot 1

Mit dem Leibniz-Kriterium konvergiert die Reihe rechts auch fiir z = 1. Wenn wir wissen
wiirden, dafl diese Potenzreihe auch am Randpunkt = = 1 stetig ist (vgl. (1)), so hétten
wir

o0 1 11 1
@) = S (-1)F —— =1 -2 42 —~ 4
P k+1 2 "3 1

Dazu hilft uns der sog. Abelsche Grenzwertsatz

Satz 12.6 FEs sei f(r) = § cr(x — ¢)* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0,
k=0

c € R. Auf dem Randpunkt x = ¢ + R sei die Reihe %O: e R* auch konvergent. Dann ist
k=0

lim T) = LR
z—(c+R)— f( ) kz—() k

Insbesondere ist f :|Jc— R,c+ R] — K, f(z) = § cr(z — c)F stetig.
k=0

Beweis. Es bleibt die Stetigkeit auf dem Randpunkt z = ¢ + R nachzuweisen. Ersetzt

man x durch Ry + ¢, so haben wir eine Potenzreihe um Null mit Konvergenzradius 1.

Es reicht also, Potenzreihen f(x) = Y. ¢pa® mit R = 1 und konvergenter Reihe Y ¢ zu
k=0

E=0
betrachten.

Bezeichne S,, = i ¢, firn € Ngund S_; =0.
k=0

N N

N—1
St = Y (Sk—Sk-1) 2" = (1—2) Y Spa® + Sya™

k=0 k=0 k=0

Fir || <1 folgt mit N — oo
flz) = (L—x) 3 Spa (*)
k=0
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Bezeichne nun S := lim S,,. Sei e > 0 gegeben. Dann existiert N € N mit [S—5,| < =

n—oo 2

fir alle n > N. Da auch (1 — z) Z 8 =1 fiir |z| <1 ist, erhalten wir aus (x)
k=0

|flz)=S] = |1—2) D> (Sk—S)2"| < (1—2) Z|Sk—Ska]+ (1—2) Z!x\k
k=0

k=0

< (1—ux) Z|Sk—S| + =
k=0

Waéhle nun 0 > 0,sodal fiir 1 — 0 <2 <1 gilt

N €
(1-2) YIS—S| < 5.

k=0

Dann gilt |f(z) =S| <e€ fir 1 =6 <z < 1. Damit ist lir{l f(z) = § cr gezeigt. o
Tr—1— k=0

12.2 Fourier-Reihen

Fourier-Reihen eignen sich zur Analyse von Funktionen (z.B. Signale von denen man
annimmt, daf sie eine Uberlagerung von Grundschwingungsfunktionen (mit bestimmten
Frequenzen) sind, d.h. von sin(kx), cos(kz) bzw. e**. Dabei kénnen diese Funktionen
Sprungstellen haben (Pulsfunktionen).

Zunéchst ist eine Vorbemerkung zu periodischen Funktionen angebracht. Eine Funktion
f iR — K heifit periodisch mit der Periode w > 0, falls

flz+w) = f(z) fir alle z € R

Es gilt dann auch f(x + kw) = f(z) fir alle x € R, k € Z. Wir werden im folgenden
immer davon ausgehen, dafl eine Funktion mit Periode 27 vorliegt, indem wir f durch
eine Funktion g mit g(x) := f (21 x) ersetzen. Dann gilt

T

gat2m) = f(so+w) = f(a) = o).

Ein trigonometrisches Polynom ist eine Summe der Form

Qo n

flz) = 5 kgl(akcoslm + bisinkx), reR (12.1)
ag, ..., apn; b1, ...,0, €K
Man kann mit cosz = 1 (e +e ), sinz = 5. (e —e ™) die Darstellung (12.1)
auch schreiben als
flx) = Xn: ¢ ek reR, (c_p,....c €K) (12.2)
k=—n
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Dabeli ist

1 1
o = %, =g (ax — iby,), k= g (ar + iby) fir ke N (12.3)
Umgekehrt gilt natiirlich
1
ag = 2cy, ap = Cp+ c_p, by = = (c_r — cx) keN (12.4)
i

Wir bevorzugen die komplexe Darstellung (12.2). Kennt man das Polynom f(x) von (12.2),
so findet man die Koeffizienten ¢, € K durch

n

27 . 27 . .
f(z) e"™*dx = / Z cp €7 eI Iy
0 0 k=—n

n 2r
0

k=—n
fir m € {—n,...,n}. Dabei benutzen wir eine wichtige Orthogonalitatseigenschaft der
”doppelseitigen” Folge (ey)rez von Funktionen ey(z) := e**, z € [0,27] :

L 2 I 1 firk=m
— i(k—m)x —
_27r/o ex(z) e (x) do _27r/0 e dx { 0 fiir k £ m,

2T 1 .
/ e dr — - eine
0

denn

=0 fiir n # 0.

Definition 12.7 Sei f : [0,27] — K, f € R mit f(0) = f(2n). (Dafiir schreiben wir
kurz R,). Dann heiffen die Zahlen

f(k) = L /O27T f(z) e ™ dux, keZ

o
die Fourier-Koeffizienten von f. Die formale Reihe

fa@) ~ S k) e

k=—o0

heifst Fourier-Reihe von f.
Bemerkungen:

(1) Die Fourier-Reihe ist zunéchst nur ein formales Gebilde. Es gibt zahlreiche Félle,
bei denen § f(k)e~™* fiir kein « € R konvergiert.
k=—oc0

S8 .
(2) Im folgenden werden wir die Konvergenz von Y. cpe™*® verstehen (wenn nichts

anderes angegeben) als

[o@)
—ikx . —ikx
cre = lim Cre€ .

k=—00 k=—n
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(3) Fiir den Problemkreis ”Fourier-Reihen” kénnen wir 27-periodische Funktionen
g : R — K und Funktionen f : [0,27] — K, f(0) = f(27) als gleichwertig
sehen. (Man setze f zu einer 2m-periodischen Funktion g : R — K fort durch
g(x 4 2mn) = f(x) fir z € [0,27], n € Z).

Damit ist auch klar, daB die Fourier-Koeffizienten f(k) durch

1 a2

fk) = 02” fx)e™dz = —/ g(x) e *edy

(e
gegeben sind.

Wir werden die 2m-periodische Fortsetzung auch mit f bezeichnen.

Wir errechnen ein Beispiel. Sei f folgende Pulsfunktion

1 firz €0, U {27}
flz) = { —1 fiir z € |, 27|

Es gilt f(0) =0 und fiir k # 0

. 1 T o 1 e—ika|”
k - / 7zk:pd . / 71kxd ) -
1 (k) 27 (0 ¢ o x ¢ v 2w \ —ik Y

1 ?

= 5 ((e*“”—1) - (1—6*“”)) = 5 (26*“” —2)

0 k gerade
=4q 2

—ikx

—ik

27
x—w)

— k ungerade
k
2T & 1 -
Die Fourier-Reihe zu f(z) lautet s > o— ! te - oder anders geschrieben
T o= 2n+1
flz) ~ 2 i b elntle — i sin(2n + 1)z
T 2n+1 0 2n

4N
DI

02
dene N zu berechnen, um so die Approxunatlon von f(x ) zu veranschauhchen

Es ist aufschlufireich, Partialsummen S, f(z) = sm (2n + 1)z fiir verschie-
Einige historische Anmerkungen:

Fourier (Jean-Baptiste-Joseph Fourier, 1768-1830, Paris) behauptete, da8 fiir jedes f € R,
deren Fourier-Reihe gegen f strebt (Fourier-Reihen benutzte Fourier, um die Warmelei-
tung in einem Korper zu beschreiben). Dies ist falsch.
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Viele Mathematiker (auch Cauchy) haben dies mit falschem Beweis nachgewiesen. Erst
Dirichlet brachte Ordnung in die Untersuchungen. Du Bois-Reymond (Paul Du Bois-
Reymond, 1831-1889, Tiibingen, Berlin) konnte zeigen: Es gibt eine stetige 27m-periodische
Funktion mit ]\}er(l)o Snf(0) = 0.

Das stérkste Resultat stammt von Fejér (damals 19-jahrig; Lipét Fejér, 1880-1959, Buda-
pest). Er bewies, dafl

%mwzﬁfQ—iﬂ)MMWefm " oo

e n+1

falls f 2m-periodisch, stetig ist (sogar mit gleichméfBiger Konvergenz).
Wir zeigen als erstes wichtige Gleichheiten fiir gewisse trigonometrische Polynome.

Lemma 12.8 (i) D,(z) := 3 ek (Dirichlet-Kern) erfiillt

k=—n

D,(z) =1 + Qicosk‘x = s ((2n<j)1)§) (x #0); D,(0) =2n+1
k=1 s | 5

(it) Fo(x):= > (1 - L) ek (Fejér-Kern) erfiillt
i n+1

|
n—+1

n k 1 (sinL g\
PM@::1+2§:O———L>amm:: <m12$>, (x £ 0),
k=1

n+1 sin
F,(0) =n+1.
1 n
Ferner gilt F,,(x) = ] > Dy(x).
k=0

Beweis. Man hat jeweils nur die zweite Identitéit zu zeigen. Sei x # 0.

(1) 2 (2 1)
o it g
Dn(I') = i@ Z ezk:c = i@ €

= eix -1
_ei@ntl) 5 Li2nt1)G L o—i(2n41)3 sin ((Qn + 1) %)
—inx
= € iz iz =
e2 e e

—ig N o (z
sin (%

(ii) DaBl F,(z) das arithmetische Mittel der Dy(z), ..., D,(x) ist, ist sofort einsichtig,

da
Fue) = —— S ((n+1) — [K)e™ = 3 Dyw)

n+1 . n+1 ;=

=—n
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Damit folgt mit (i)

(sin (g))Q (n41) Fy(z) = (sin (g))z S Dila) = 3 sin (g) sin ((2k:+1) 2)

k=0 k=0
1 1 n+1 2
= (kx) — E+1 = - (1— 41 — (g _
= 35 Cconlha) — cos((k-+ 1)) = 5 (1= cos((n + 1) (sm( ; x))
o
Wir bezeichnen im folgenden fiir f € R,
Su(f)(@) = > f(k) ™ (12.5)
k=—n
und . "
UCESS) (1— n+1) Fk) e (12.6)
Das folgende Lemma gibt eine Integraldarstellung von S, (f) und o,(f).
Lemma 12.9 Sei f € R,. Es gelten fir x € R
(Z) 1 2m 1 2m
@) = o= [ F@) Dale—y) dy = o [ fla—y) Daly) dy
(ZZ) 2w 2m
@) = 5= [ S = o [ Ha - R dy
und on(f) = n+1ZSk
Beweis
(i)
) = 3 (1 - n+1> or
_ & |k| 2m —ik ikx
_kzn< _n—|—1> 27T/ fy Yy e
1 2 k 27
=g 1 3 (1= ) iy = o [ i) Rle -
Mit Varlablensubstltutlon gilt auch (t =z —vy)
2 =21
o [ S e~y dy = ;ﬂ/ Fla = 1) Fu(e) di

= [ e By = o [ i) B dy
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1 n
Mit genau denselben Argumenten zeigt man auch (i). Mit F,(y) = -] > Dy(y) folgt
n —

1

7(f) = g 2 S o

Eigenschaften von F,, (bzw. D,,) fithren dazu, dafl o,,(f) gegen f (bzw. S, (f) nicht gegen
f) konvergiert.

Lemma 12.10 FEs gelten:
(i) Fn(x) >0 fir alle v € R.
1 2T
fii) 5 /Fn(x) dr =1,
0
(111) Fir jedes 0 < 6 < gilt F,,(z) — 0 gleichmdf$ig auf [0,2m — 0] mit n — oo.
Beweis.

(i) ist klar, da F,(x) das Quadrat einer reellen Zahl ist, siche Lemma 12.8 (ii).
(i)

1 21 1 21 n |k| .

= TR de = — / ]~ ) eikeg

27/0 (@ de =50 ), k;ﬂ( n+1>e !

n k ]_ 2r
-3 (1 - & —/ e dy = 1.
n+1/) 27 Jo

k=—n

(iii) Mit Lemma 12.8 (ii) gilt fiir x € [0, 2w — J]

2 2
1 1 1 1
Fo.(x) < ( ) < < 5) — 0 mit n — oo

n+1 sin§

(unabhéngig von z.)

Satz 12.11 (Fejér) Sei f € R,. Ist f im Punkte x € [0,2n] stetig, so gilt

o = 3 (1= ) jw e~ s

i n+1

mit n — 00.
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Beweis. Mit der Riemann-Integrierbarkeit ist f beschrinkt. Sei |f(y)| < M fiir alle
y € [0,27]. Da f in x stetig ist, existiert zu € > 0 ein 6 > 0 mit

f@) —f@] < 5 i ly—aof <0

Mit Lemma 12.10 (iii) existiert ein N € N mit
€
AM
Ferner gilt mit Lemma 12.10 (i) und (ii)

[Fa(y)] < fiir alle y € [6,2r — 6] und n > N.

[iEwlidy + [ Bl < [CEd = [ Fiw)dy =2
o n\Y)| @Y s n\Y ?J_O n\Y ?/—O n\Y) ay = 27

Mit diesen Eigenschaften erhalten wir schliellich

o) =@ = | [T fe =) By dy — o [ @) Faly) dy
= [ U=y - 1) R dy
o [ 17 =)~ @) Fuly) dy + o [ 17— y) ~ 1@)] Baly) dy
1 p2r—s
[ =)~ @) Faly) dy
< Grvk g [ R < G 8 [T
<S4+ f-c falls n > N.
2 2

Satz 12.12 (Fejér) Sei f € R, stetig. Dann gilt

on(f)— f gleichmdafig auf [0,27]  mit n — oo

Beweis. Da f:[0,2n1] — K sogar gleichméBig stetig ist, hat man zu e > 0 ein § > 0
mit

6 .
lf(y) — f(z)] < 5 fur [y — x| <9, wx,y€][0,2n]
(0 hingt nur von € ab). Nun gehe man exakt wie im Nachweis von Satz 12.11 vor. o

Wir erhalten daraus folgende wichtigen Sachverhalte.

Korollar 12.13 (Weierstrafischer Approximationssatz) Sei f : R — K 27-periodisch
und stetig. Dann existiert eine Folge trigonometrischer Polynome P, derart, daf

1im | P.— fllo=0 gilt. (Gleichmdfige Konvergenz auf R).
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Beweis. Wihle P, = 0,(f). o

Korollar 12.14 (Eindeutigkeitssatz) Seien f, g € R, stetig. Gilt f(k) = g(k) fir alle
keZ, soist f=g.

Beweis. Mit der Voraussetzung gilt o, (f) = o0,(g) fiir alle n € No. Mit satz 12.12
folgt f=g. o

Korollar 12.15 (Riemann-Lebesgue-Lemma) Ist f € R, stetig, so gilt
lim f(n) =0.

[n]—o0

Beweis. Sei e > 0. Mit Korollar 12.13 existiert ein trigonometrisches Polynom P(z) =

N )
> ocpe™ mit || f — Pl <€
k=N

Fiir [n| > N gilt P(n) =0, also

N 1 2

o [ @) = Pa)) e do

0

1
- 27

/OQW\f(x) _P(2)] d <

O

Die Koeffizienten des Dirichlet-Kern bzw. des Fejér-Kern stammen von folgenden Funk-
tionen:

Mit einer weiteren Summationsmethode, die zwischen diesen beiden liegt, erhalten wir
Aussagen dariiber, unter welchen Voraussetzungen an f die Fouriersummen S, (f) gegen
f konvergieren. Diese Methode geht auf de la Vallée Poussin zuriick. (Charles Jean Gustav
Nicolas Baron de la Vallée Poussin, 1866-1962, Louvain (Belgien)).

Fiir m,n € Ny, m > n definiere fir f € R,

Gom(f) = —— (m+ 1) o) — (n+1) 0u(f))

m-—n

—(n41) T ot — k-
_ oy MM gy ey s w + 3 PEEE fgy e g2

k=—m k:n—l—l m —n

m—-n
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Man hat also folgende Form von Koeffizienten:

Lemma 12.16 Sei f € R,. Ferner sei k € N.

(i) Ist f in x € [0,27] stetig, so gilt:
O-knv(k'i‘l)n(f) (17> - f(x) mit n — oo

(i1) Ist f stetig auf [0,27], so gilt

Opn, (k) (f) — f gleichmdfig auf [0, 2] mit n — oo
A 1
(i) Gilt |[f(l)] < A i fir alle | € Z\{0} mit einer Konstanten A > 0  (d.h.

F( =>0 (ﬁ)), so gilt

‘Ukn,(kJrl)n(f)(x) - Sm(fxx)‘ S QAi

fir alle x € [0,27] und m € {kn,kn+1,...,k(n+1) —1}.
Beweis.

(i) und (ii) Man beachte

S

pnerin()@) = — (((k+ D)0+ 1) ogrn(f)(z) = (kn+1) opa(f)(@))

= (k14 D) @) (k+ 1) ou@)

— (k+1) f(z) — kf(x) = flz)
falls f stetig in z (bzw. gleichméBig auf [0, 27], falls f stetig) mit Satz 12.11 (bzw.
Satz 12.12).

(iii) Hierzu beachte man, daf mit (12.7) fir kn <m <k(n+1)—1

T ein(H(@) = Su(HE@)| < X 1fQ)

En<|l|<(k+1)n

““i’" 1 1 1
< 9 A= < 24n — = 24 —.
k1L kn k
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- 1
Satz 12.17 Sei f € R, und f(I) =O <m> , |l] = oo. Dann gelten

(1) Ist f stetig in x € [0,27], so folgt S,,(f)(z) — f(x) mit n — oo

(i1) Ist f stetig auf [0,27], so gilt S,(f) — f gleichmifig auf [0, 27].
Beweis.

- 1
(i) Es existiert ein A > 0 mit |f({)] < A —, [ # 0. Seie > 0. Wihle £ € N mit

1
2A . N :
- <73 Mit Lemma 12.16 (i) existiert N > k mit

DO

€
|Okn, ety () (2) — fl2)] < 3 fiir allen > N

Sei nun m > kN. Dann existiert n > N mit (k+ 1)n > m > kn und mit Lemma
12.16 (iii) folgt

1S (/) (2) = f(@)| < [Sm() (@) = Okt (N (@] + |okm, 00 (f)(2) — ()]

1 €
2A — — )
< k+2<6

(ii) Die gleichméfige Konvergenz zeigt man analog mit Lemma 12.6 (ii).

o

a 1
Eine hinreichende Bedingung fiir Funktionen mit f(I) = O (W) , |l] = oo beinhaltet

folgendes Resultat.

Lemma 12.18 Sei f € R, (n—1)-mal stetig differenzierbar, so dafs =Y differenzierbar
ist mit stetigen Ableitungen bis auf endlich viele Punkte xy, s, ..., x, € [0,2x]. Gilt dann

- 1
|f™ ()] <M fiir alle x € [0, 27)\{x1, ..., w,}, so folgt |f(I)] < M g fir alle 1 # 0.

Beweis. Mit partieller Integration erhalten wir fir [ # 0 : (Beachte: f ist stetig.
Aulerdem ist f(0) = f(2m))

1
27

b [T @) et = 2 )
oril Jo TV C T

) = o [ i@ etar = @)
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(Beachte: f'(1) =ilf(l), I #0)
Wiederholung der Differentiation fiihrt zu

A 1 27 .
) = (n) fll:pd
Folglich
- 1 2m M
PRI PP 4
fol < o [T @l < g

Korollar 12.19 Sei f € R, stetig und habe stetige beschrinkte Ableitungen aufler an
endlich vielen Punkten. Dann gilt: S, (f) — f gleichmafsig auf [0, 27].

Betrachten wir das Beispiel der Pulsfunktion

1 firzel0,7] U {27}
flz) = { -1 fiir z € |m, 27,

so folgt mit Satz 12.17, daB S, f(z) — f(x) fir x # 7. Insbesondere erhalten wir fur
7

l':g:
1

7 > T > 1
L in((2n+1) ) = S (-1)"
1 ;2n+1sm<(n+ )2) 20"

Bleibt zu untersuchen, was an den Unstetigkeitsstellen passiert.

- 1
Satz 12.20 Sei f € R, mit f(I) = O <m>, || — oco. Seix € R. Euristieren

tliglrof(t) = f(x+0) und tli:?lof(t) = f(z—0), so gilt

Su(f)(z) — %(f(x+0)+f(:c—0)) mit n — oo,

Beweis. Wir zeigen zuerst die Behauptung fir z =0 (z = 27k, k € Z).

xr —

Bezeichne h(x) = fir x € [0,27] , h(27) = —1. Wir wissen (Blatt 9, Z22):
m
lim S, (h)(z) = h(z) fir z €]0,27].

Die Fourier-Koeffizienten dabei sind h(0) = 0, h(k) = Lk:
T
Insbesondere gilt S, (h)(0) =0 fiir alle n € N.

Wir betrachten nun g € R,, wobei

g(x):= f(x) + % (f(04+0)— f(0—=0)) h(x) fir z € 0, 27|
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9(0) := 5 (f(0+0)+ f(0=0)) =:g(27)

N

Es gilt
§(0-0) = F0—0) + J (fO+0)~ f(0—0)) 0~ 0)

(f(0+0)+ f(0-0)) = g(0)

N | —

= J0-0) + 5 (JO0+0) = f0-0) 1 =
und

9(0+0) = F0+0) + 5 (F0+0) ~ F(0—0)) - (1) = g(0)
Damit ist g € R, stetig iiberall und §(I) = f(I) + s(f(0+0) — f(0— 0)A(l) d.h.

1
g(l) =0 <m> mit [ — co. Mit Satz 12.17 folgt

Sn(g)(z) — ¢(0), und mit

folgt

DO | —

Sn(f)(0) — 9(0) = 5 (f(0+0)+ f(0—-0)).

Der Fall fiir beliebiges = € [0, 27] folgt aus dem gerade Bewiesenen, indem man statt f
die Translation T, f betrachtet. Da T, f(y) = f(x +y) und T, f(k) = e®*f(k) folgt
dann die Behauptung. o

Bemerkung: Ist f € R, und existieren f(x + 0) und f(z — 0), so gilt o,(f)(z) —
5(f(z+0)+f(z—0)) mit n — oo. D.h. man benétigt fiir o, die zusétzliche Voraussetzung
iitber das Abklingverhalten der Fourier-Koeffizienten nicht.

Den Nachweis der Existenz einer stetigen 27-periodischen Funktion f : R — K mit
limsup |S,(f)(0)] = oo sei zuriickgestellt. Wir wenden uns lieber der Approximation
n—oo

im quadratischen Mittel zu, bei der man immer erfolgreich und sogar optimal mit den
Sy (f) die Funktion f anndhern kann. Wir untersuchen also den ”Fehler im quadratischen
Mittel”,

1 - 1/2
(52 [[15:0@) = fla) da) fir f € Ry,
21 Jo
Hierzu pafit das Skalarprodukt

1
27

2
/ f(z) g(x) de =: (f,g) fir f,g € R, stetig.
0
Wir setzen f, g stetig voraus, damit aus (f, f) =0 auch f = 0 folgt.

Wir erinnern an einige Sachverhalte fiir Prahilbertraume (vgl. Lineare Algebra). Ein K-
Vektorraum X mit einer Abbildung (, ) : X x X — K heifit Prihilbertraum, falls

(i) (z,2) >0 furalleze X und (z,2) =0 < =0
(i) (Az,y) = A(z,y)
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(iif) (z,y) = (y,2)
(iv) (x+y,2) = (x,2) + (y,2) firallez,y,z€e X, NeK

gilt. Eine Familie {x; : ¢ € I} heifit orthonormal, falls (z;,z;) = 0 fiir i # j und
(x;,x;) =1 furalled,j € I.

Es gelten (siche Lineare Algebra):

(1) (Satz von Pythagoras)
Sei {1, ...,x,} eine endliche orthonormale Familie in einem Prahilbertraum X. Be-
zeichnet
| = |:= \/(z,x) fir z € X,

so gilt

n

lo = > Kean)l* + o = > (o, z) @ |
k=1

k=1

Aus dem Satz von Pythagoras folgen:

(2) (Bessel-Ungleichung)
Ist {x1,...,x,} eine orthonormale Familie in einem Prahilbertraum X, so gilt fiir
jedes z € X

n
lo[* > > Kz, )
k=1

(3) (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
Ist X Préahilbertraum, z,y € X, so folgt

o)l <=l lyll-

Damit hat man folgenden Sachverhalt:
Gilt x, — z in X mit n — oo, so gilt fir alley € X : (z,,y) — (x,y) mit n — co.

((zn,y) = (@u)| = e =z 9)| <l@n =z |yl

(4) || x || = \/{(x,x) ist eine Norm auf X. (Ist X mit dieser Norm vollstdndig, so nennt
man X einen Hilbertraum).

Man priift leicht nach, da8 C, ;== {f € R, : f stetig } mit

(F.ohi= o [ 1) o) da

ein Prihilbertraum ist. Wir wissen bereits, dafl {e, : n € Z}, e,(x) = €™ eine
orthonormale Familie in C,, bildet. Mit || f |l2:= /(f, f) ist C, ein normierter Raum.

Mit Obigem gilt:
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Satz 12.21 (Bessel-Ungleichung) Fir f € C, gilt

= [T@Ed > Y P

21 Jo

Insbesondere konvergiert ioj |F(K))2.

k=—0oc
Beweis. Beachte, daf

(fer) = 5= [ $@) el do = f(b)

und benutze die "abstrakte” Bessel-Ungleichung (2). o
Bemerkung: Wir werden in Kiirze sehen, daf§ in Satz 12.21 sogar Gleichheit gilt.
Ein weiterer Sachverhalt gilt in allen Préhilbertraumen.

Satz 12.22 Sei {zy,...,z,} eine endliche orthonormale Familie in einem Prdhilbertraum
X, und x € X. Bezeichne

spo= ) (woap)xp  und b= ) Mk, A A €K
k=1 =1

Dann gult:
n 1/2
[z —tnl[ 2]z —snll = <H z | - Z\(w,xk>!2> :
k=1

wobei Gleichheit genau dann gilt, falls A, = (x,zy) fir alek=1,...n

(Damit ist also s, diejenige Approximation aus dem linearen Erzeugnis von {x1,...,2,}
mit dem geringsten Abstand zu x.)

Beweis.

ol
ngE
&
&
kol
Eond
ﬂM:
>
ol
|
&
&
Ead

n
> l® = > ezl =]z —sall

wobei die letzte Gleichung exakt der Satz von Pythagoras (1) ist. Die Zusatzaussage ist
mit Obigem offensichtlich. o

93



Korollar 12.23 Sei f € C,. Unter allen trigonometrischen Polynomen der Form
f: ek st S, (f) die beste Approxzimation im quadratischen Mittel. Fiir den Fehler

k=—n
1 2w
Gy /O flz) —

qilt
Hat man in einem Préhilbertraum X eine orthonormale Familie {x,, : n € N}, so gilt im
allgemeinen noch nicht

2

e NI S

n .
Z )\kezkz

k=—n

o0
Z T, Xp) Ty = nILH;OSn (%)

fir € X. Gilt (%) fiir alle z € X, so heifit {z,, : n € N} eine Orthonormalbasis von
X.

Wir werden jetzt zeigen, daf {ej, : k € Z}, ex(r) = €** eine Orthonormalbasis in C,
bildet.

Satz 12.24 Seien f,g € C,. Dann gelten:
(a) || f—5u(f)|2—0 mit n — oo

1 o
(b) 2—/ |f(z)|*dr = Z |f(K))?  (Parsevalsche Gleichung)
7 Jo

k=—o00

) 5 [ 5@ g dr = S ) 5

k=—o00

Beweis.

(a) Sei e > 0. Mit dem Satz von Fejér (Satz 12.12) gibt es N € N mit
fx) —o,(f)(x)] <e firallex €[0,27] und n > N. Damit gilt auch
| g

1/2

15 =alD o= (5 [ 1@ —aN@P ) <e

fir alle n > N. Mit Korollar 12.23 haben wir
[ f=5uf) 1z < [ f=0oulf) ll2 <e€

fir alle n > N.

(b) Es gilt mit dem Satz von Pythagoras (1):

If =S IE=1 115 = X 1fR)IP 20

k=—n

Mit (a) folgt lim 5 |f(K)|? = || f |12, und dies ist die Parsevalsche Gleichung.
n—oo 7,
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(¢) Mit der Stetigkeitsaussage zur Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt (unter Nutzung
von (a))

(f,9) = lim (Su(f),9) = lim Z f(k) (ex, 9)

n—oo
k=—n

= lim > f(k) 4(k) — Y

k=—n k=—o0

Q>

o

Bemerkung: Man kann zeigen, dafl die drei Bedingungen (a), (b) und (c) dquivalent
sind.

Zum Abschlufl erwdhnen wir noch, dafl analoge Resultate gelten fiir den Prahilbertraum
C([a,b]) mit Skalarprodukt

(f.g)a = [ £() g02) daa).

wobei « : [a,b] — R eine streng monoton wachsende Funktion ist und im Skalarprodukt
das zugehorige Riemann-Stieltjes-Integral benutzt wird. Oftmals ist da(z) = w(x)dx,
w : [a,b] — [0,00[ . Beachte C([a,b]) C R(«).

Man braucht eine Orthonormalbasis bezgl. dieses Skalarprodukts. Dies geht mit der Gram-

Schmidt-Orthogonalisierung der Funktionen {1,z,z% x3,...}. (siehe Lineare Algebra).

Hat man die orthonormalen Polynome {Py(z), Pi(x), P2(x),...} gefunden mit

1 firn=m
(s P /P v) da(z) = {0 fiir n #m

(Beachte: P,(z) € R, grad P, =n da «a streng monoton wachsend)

und nimmt man die Konvergenz bzgl. || f [|2.a = \/{f, f)a, S0 gelten die analogen Aussa-
gen aus Korollar 12.23 und Satz 12.24 (im Nachweis von Satz 12.24(a) hat man Satz 11.9 zu
benutzen (Bernstein-Polynome). Den Ersatz fiir den Fourier-Koeffizienten f(k) = (f, i)
bilden die Skalarprodukte (f, P,),). Fiir die Bestimmung der orthonormalen Polynome
ist folgendes Resultat (Drei-Term Rekursion) wichtig.

Satz 12.25 Seien Py(x), Pi(x), Py(z),... orthonormale Polynome bzgl. des Skalarpro-
dukts (-,")o. Dann gilt

Poii(z) = (apx +0,) Po(z) + cyPri(x) n €N

Py(x) konstante Funktion, Py(x) reelle, lineare Funktion. Dabei sind a,,b,,c, € R.

Beweis. Sei P, = Lin.Erz{Fy, P,,..., B,}. Dann gilt (P,,g9)s =0 fiir alle g € P,,_
n+1

und P, € P,\P,_1. Insbesondere gilt zP,(z) € P,y1, d.h. 2P, (z) = X v Pe(z),
k=0

Yk € R) Tn+1 7é 0.
Dann gilt fir 0 <j7<n+1

n+1

(B (), P Z%Pk @)a = %5 [ B e = v
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Fir 0 <j<n-—2 ist aber xPj(x) € P,_1, also

Vi = (@Pa(2), Pj(2))a = (Pu(x),2Pj(2))a =0

D.h.
2Py(2) = Yo1Po1(z) + Wmbu(®) + g1 P (2)
Mit a, = , b, = — i , Cp = o haben wir die Behauptung.
Yn+1 TYn+1 TYn+1
Beispiele:

(1) Chebyshev-Polynome 1. Art

) = [ f@) ol 2= (D)

(2) Legendre Polynome

(F.o) = [ F@ o e (Tbung)
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13 Differentiation im Mehrdimensionalen

Ableitungen von Abbildungen f : U — U’ in Punkten z( einer offenen Menge U eines
normierten Vektorraums V' endlicher Dimension in eine offene Menge U’ eines weiteren
endlichdimensionalen normierten Vektorraums W werden erklart als lineare Approxima-
tionen L : V — W mit

f(x) = f(zo) + L (z—z0) + R(z),

wenn die Restfunktion R schneller gegen Oy, konvergiert fiir x — z als die Norm || z—z ||

, also wenn gilt

1
lim —— R(z) =0.

g 1T =20 ||

13.1 Stetige lineare Abbildungen

Unter ”Vektorraum” wird in diesem Teil stets ein Vektorraum {iber dem Koérper R ver-
standen.

Satz 13.1 Fir eine lineare Abbildung L eines normierten Vektorraums V' in einen nor-
mierten Vektorraum W sind je zwei der folgenden Figenschaften dquivalent:

(1) Die Abbildung L ist gleichmdflig stetig auf V.
(11) Die Abbildung L ist stetig im Nullpunkt Oy von V.
(111) Die Menge {|| Lz ||w: = €V, ||z |v< 1} ist beschrinkt.

Beweis. Der Schluf§ (i) — (i7) ist selbstversténdlich.
(1) — (i4i)  (indirekter Beweis):
Angenommen, die Menge unter (iii) sei unbeschrankt. Dann existiert zu jedem n € N ein
T, € Vmit ||z, || <1 und || Lz, || > n. Fir y, := iL x, gilt dann || y, || = i& | =, ||
< % und || Ly, || = % | Lz, || > 1. Da fiir alle linearen Abbildungen L : V — W gilt
L0y = Oy, folgt wegen 7}5& Yn = Oy, daBl L in Oy unstetig ist.
(i3d) — (i):
Nach Voraussetzung ist M :=sup{|| Lz ||: z € V, || x ||< 1} endlich. Damit gilt

| Le —Ly || < M ||z—vy|| fiir alle 2,y € V. (%)

Wenn dies gezeigt ist, hat man die gleichméflige Stetigkeit von L auf V.

Zum Beweis von (x) braucht nur der Fall z # y betrachtet zu werden. Dann ist || x — y ||
>0und z :=||  —y ||7' (z —y) hat Norm 1. Also gilt || Lz || < M und somit
lo=y I Lz —y) | < M. o
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Definition 13.2 Zu jeder stetigen linearen Abbildung L : V. — W normierter Vek-
torrdume wird die Operatornorm definiert durch

| L [l:==sup{[| Lz lw: z €V, [[z[v<1}.

Satz 13.3 Die Menge L(V, W) aller stetigen linearen Abbildungen L :V — W des nor-
mierten Raumes V' in den normierten Raum W bildet unter der Operatornorm ebenfalls
einen normaierten Vektorraum.

Beweis.

(1)

Nach Uberlegungen der Linearen Algebra bildet die Gesamtheit der linearen Abbil-
dungen f : V — W (unter punktweiser Addition und Skalarmultiplikation) einen
Vektorraum (im iiblichen Sinn). Aus Kriterium (ii) von Satz 13.1 sieht man, daf} die
Teilmenge L£(V, W) ein Unterraum ist.

Nachweis von (N1), (N2), (N3) fiir die Operator-Norm.
| L || =0 bedeutet Lz = 0y fir alle z € V mit || z ||y < 1, bedeutet also Lz = Oy
fir alle z € V. Daher ist L = Oy, die Null in £(V,W). Dies beweist (N1).

Fiir nichtleere, beschrénkte Mengen B C R und r > 0 gilt bekanntlich sup(rB) =
rsup B. Dies liefert fir A € R und L € L(V,W) stets | AL || = |A\| || L ||; das
zeigt die Giiltigkeit von (N2). Schliefllich folgt fiir L, L € L(V,W) und = € V stets

L+ Lz llw =l Lz + L'z w < || Lz [lw + [| L'z |lw

Dies ergibt || (L + L)z ||w < || L || + || L'|] firz eV mit | x|y <1,
Somit folgt || (L+ L) || < | L] + || L'], dh. (N3).

Bemerkungen:

(1)

(2)

Die Operatornorm ergibt die Abschétzung

I Lalw<|L||lz|v  firalle LeL(V,IW), zeV.

Im Fall V. = W schreibt man £(V) := L(V,V) und nennt L € L(V) einen
stetigen Endomorphismus von V. Mit L, L' € L(V) liegt auch das (durch Ab-
bildungskomposition L o L' erklarte) Produkt LL' in L£(V'). Die Abschitzung
| 2L v <N LI | Do lhvow I L) - | 20 % |l ergibt generell

I LLY [ < [ L[ L"] fir alle L, L' € L(V)

(Submultiplikativitéit der Operatornorm)
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Definition 13.4 Zwei Normen || - ||, || - ||' auf dem Vektorraum V heiffen &quivalent,
wenn es Schranken M > 0, M' > 0 gibt mit

lz||< M ||z und ||z ||'< M' ||z ||  fir alez € V.

Satz 13.5 (i) Zwei Normen eines Vektorraums V sind genau dann dquivalent, wenn

sie dieselben Cauchy-Folgen besitzen.

(i1) Aquivalente Normen auf V' haben dieselben offenen Mengen.

Beweis.

(i)

Sind || - ||, || - || &quivalente Normen auf V', dann gilt fiir jede Folge (x,)nen auf V'
fiir alle Indices m,p € N

[ Zmip = Tn | < M || Zmip = 2 |1 wnd || 2o — 2 [I' < M || 2y — 2 ||

Daher ist eine Cauchyfolge in der einen Norm zugleich Cauchyfolge in der anderen
Norm.

Sind aber die Normen || - ||, ]| - ||' nicht dquivalent, dann existiert wenigstens eine
der Schranken M, M’ nicht. Wenn etwa kein M’ existiert im Sinne der Definition,
dann gibt es zu jedem n € Nein z, € V mit || z, | <1, || x, || > n® Setzt

1
man y, = —&,, so wird || y, || > —, also lim y, — Oy bzgl. || - ||, aber wegen
n n—oo
| yn |I' > n ist bzgl. || - || die Folge (yn)nen keine Cauchy-Folge, weil sie nicht
beschrankt ist.
In den auf V' #dquivalenten Normen || - ||,| - ||' seien Schranken M > 0,M’' > 0

geméf der Definition gewéhlt. Die jeweiligen e-Kugeln um Punkte a € V erfiillen
dann

B{y(a) C Bela) und B w(a) C Bla)

Hieraus folgt, dafl jede Umgebung von a in der einen Norm auch eine Umgebung von
a in der anderen Norm enthélt. Also hat V' in jeder der beiden Normen dieselben
offenen Mengen.

Satz 13.6 Es sei ay,ao,...,a, eine Basis des n-dimensionalen normierten Raumes V.
Dann ist die durch

n
Lz .= Z TR
k=1

definierte bijektive lineare Abbildung L : R™ — V stetig und ihre Umkehrabbildung ist
ebenfalls stetig. Darin tragt R™ die Mazimum-Norm || x ||oc = max |z

1<k<n

Beweis.
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(1) Mit M := max | ax || gilt stets

n
Lzl < > lwel llaxl| < nM || 2l
k=1

Nach Satz 13.1 ist daher L stetig. Die Hauptarbeit besteht also im Nachweis der
Stetigkeit von L1

(2) Gegeben sei € > 0. Dann ist C := {z € R" : || = |[o= €} als Urbild der in
R abgeschlossenen Menge {e} unter der auf R" stetigen Normfunktion z —|| = ||«
abgeschlossen und beschrénkt, also kompakt. Da C' die Null Og» nicht enthélt, besitzt
die stetige Funktion

auf C' ein positives Minimum ¢§ > 0.

(3) Zu jedem y € V mit || y ||[< § gibt es ein A € R mit y = L(Ax) = X\ Lz fiir ein
x € C, da ja L eine bijektive lineare Abbildung ist. Wegen

Al [ L =1yl <d <| Lz |
gilt [A\| <1. Wegen ||y || < d folgt
L7 W) oo = 1Az oo = P 2 lle = [Ae <e.

Also ist L™! im Nullpunkt von V stetig.

Satz 13.7 (Norméiquivalenz in endlichdimensionalem Raum)
Fiir jeden n-dimensionalen Vektorraum gilt
(1) Je zwei Normen auf V' sind dquivalent.

(i1) Unter jeder Norm ist V wvollstandig und Limites in' V' sind unabhdngig von der Wahl
der Norm.

Beweis.

(i) Sind || - |li, || - |2 zwei Normen auf V', so schreiben wir Vj fiir den durch || - ||«
normierten Raum V. Nach Satz 13.6 wird bei gegebener Basis a4, as, ..., a, von V'

ka‘ = ijaj (33 S Rn>

J=1

eine bijektive lineare und samt Umkehrabbildung L;' stetige Abbildung von R"
auf V. Daher ist das Kompositum L := LQLI1 : Vi — V5 eine bijektive lineare
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und stetige Abbildung, deren Umkehrung L=' = L,L;' ebenfalls stetig ist. Rein
algebraisch ist L die Identitdt auf V. Mit den Schranken

M, = sup{” L'z Hl: z € Vs, “ < ||2 < 1}

M == sup{[| Ly [l2: y € V1, ||y |1 <1}
gelten fiir alle y € V' die Abschitzungen

lyla=[LL T y) o <My | L7y |1 = Mo |y |ls,
lyllh=[L"(Ly) 1 < My [[Lyla= My |yl -

Die beiden Normen sind daher dquivalent.

(ii) Bekanntlich ist R™ unter der Maximum-Norm vollstdndig (Bemerkung vor 5.6). Nach
Satz 13.5 und wegen Teil (i) geniigt es, eine Norm auf V' anzugeben, unter der V'
vollsténdig ist. Man gewinnt sie vom R" :

n
1> zja; llo = @ ||o, z € R™.
=1

Korollar 13.8 Es seien V und X normierte Vektorrdume, V' habe endliche Dimension
n. Dann ist jede lineare Abbildung L :V — X stetig.

Beweis. Essei ay, ..., a, eine Basis von V und || - ||¢ sei wieder die iiber diese Basis der
Maximum-Norm des R™ entsprechende Norm auf V. Nach Satz 13.7 ist sie dquivalent zu
jeder anderen Norm auf V.

Nach (N1)-(N3) gilt fiir Vektoren z = i zja; €V
j=1

| La || = > a; La;) | <n M | 2|
j=1

mit M = max || L(a;) |

1<j<n

Aufgrund von Satz 13.1 ist daher L stetig. o

13.2 Kurven in Vektorriumen

Als ”Weg” im metrischen Raum X bezeichnet man jede stetige Abbildung eines kompak-
ten Intervalls I = [a,b] mit a < b in X:

v la, b — X stetig

Beispiele

61



(1) In X = C mit dem gewohnlichen Betrag als Norm definiert fiir jede Zahl k € N
y(t) = e”, tel0,2nk] =1

einen Weg. In jedem Punkt ¢, € [ gilt

t) — t i(t—to) __ 1 ) )
lim 7( ) fy( O) — lim € : i 61150 = 4 eltO
et o it —to)

Der Weg ~ hat hier im Anfangspunkt ¢ = 0 denselben Wert wie im Endpunkt
t = 2mk; man sagt daher, 7 sei ein ”geschlossener” Weg.

(2) (Schraubenlinie)
Gegeben sei ein Radius r > 0 und eine " Ganghohe” 27w¢ > 0.

o(t) :== (rcost,rsint, ct), t € [0,2mk]

definiert einen Weg im R®. Durch koordinatenweise Betrachtung zeigt sich die Exi-

stenz von ; ;
d'(ty) = lim o(t) = olto) = (—rsintg,r costy,c)
ng t— 1o

Definition 13.9 Es sei v : [ — V ein Weg im n-dimensionalen normierten Vektorraum
V. Man nennt v im Punkt tq € I differenzierbar, wenn der folgende Limes existiert:

t) — y(t
t;tg t— to

Der Vektor v'(to) € V' heifit dann die Ableitung von «y in ty. Wenn I = [a,b] eine Un-
terteilung to = a < t; < ... < t, = b besitzt derart, dafi alle Restriktionen ~y|[tx—1, tx]
differenzierbar sind mit auf [ty_1,tx] stetiger Ableitung, dann heifst v : I — V eine stiick-
weise stetig differenzierbare Kurve.

Bemerkungen:

(1) Weder die Definition der Differenzierbarkeit noch der Wert der Ableitung hingt von
der Wahl der Norm in V' ab (vgl. Satz 13.7).

(2) Ist v : I — V eine stetig differenzierbare Kurve, so bildet fiir jedes ¢y € I die Menge
v(to) + 7'(to) R die Tangente an v im Punkt v(#;). Der Vektor 7/(ty) heiit

Tangentenvektor. Die Punkte ¢, € I mit Tangentenvektor 7/(¢3) = 0y werden
singuldr genannt. Besitzt v keine singuldren Punkte, so heiffit v eine regulire
Kurve.

Beispiele:
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(3) Fir jede stetig differenzierbare Funktion f : [a,b] — R ist der Graph ~; von f,

definiert durch
() = (& (1), tla,b]
eine reguldre Kurve im R?, da ~}(t) = (1, f'(t)) ist.

(4) Die ”Neilsche Parabel” ¢+ (t3,t%), t € [—1,1] definiert eine stetig differenzierbare
Kurve mit der Ableitung ¢ +— (2¢,3t%). Sie hat genau einen singuliren Punkt,
namlich ¢y = 0.

Es sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum und ey, ..., e, sei eine Basis von V. Das System
der Koordinaten bzgl. dieser Basis identifiziert V' mit R™. Jede Kurve 7 : [a,b] — R wird
so durch ihre Koordinatenfunktionen - : [a,b] — R beschrieben

= i ej Vi (t)

Lemma 13.10 Fine stetige Abbildung 7 : [a,b] — V ist im Punkt t € I = [a,b] genau
dann differenzierbar, wenn jede Koordinatenfunktion ~y : [a,b] - R (1 <k <n) dort
differenzierbar ist. In diesem Fall gilt

= > e v(t)
j=1

Beweis. Wegen der Aquivalenz aller Norman auf V' bedeutet

i 7(8) = 71(#)

—t J—
o s—1

= (1)

dasselbe wie
lim T(s) —w(t) 0

s—t J—
i s—t

=0 (1<k<n)

Darin bezeichnet 7, (t) die k-te Koordinate des Vektors +/(t) bzgl. der Basis (ex)1<k<n von
V', also

n

Z k’Yk;

Definition 13.11 FEs sei vy : [a,b] — V eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve im
n-dimensionalen normierten Raum V. Als Lange von v wird erkldrt

S AECIK
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Bemerkungen: Die Kurvenlédnge hingt von der Wahl der Norm ab. So hat beispielsweise
die Strecke
s(t) = (1414)t, t€[0,1]

in der euklidischen Norm, die in C mit dem Betrag zusammenfllt, die Linge /2, wihrend
ihre Lange in der Maximum-Norm des zugrundeliegenden R? gleich 1 ist.

Im Vektorraum V = R wird die Lange von Kurven immer auf die euklidische Norm
bezogen, falls nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird.

Im néchsten Satz wird eine Motivation fiir die Definition der Kurvenlange gegeben.

Satz 13.12 Im n-dimensionalen normierten Raum V sei 7y : |a,b] — V eine stickweise

b

stetig differenzierbare Kurve mit der Linge () = [ || 7/(t) || dt. Dann gilt fir jede
a
Unterteilung a =ty < t; < ... < t. =0b die Ungleichung

Z 1 2(t) =) | < 1),

Ferner gibt es zu jedem € > 0 eine Schranke 6 > 0 derart, daf§ fiir Unterteilungen der
Feinheit max (t; —tj—1) <0 gilt
SJST

0 < 13) = 3 I4tt) =) [ < e

Zum Beweis verwenden wir ein auch sonst niitzliches Resultat:

Lemma 13.13 Zu jeder stetig differenzierbaren Kurve v : [«, ] — V im n-dimensionalen
normierten Raum V' gibt es zu jedem n > 0 eine Schranke 0 > 0 derart, daf$ fir alle
s,¢t€fa,f] mit0< |s—t] <& gilt

s) =)
_ t < n.
= Y[ <
Beweis.  Die Wahl von ¢ hingt natiirlich von der Norm auf V' ab. Da aber je zwei

Normen &quivalent sind, geniigt es, den Beweis fiir eine spezielle Norm zu fithren. Mit
n
einer Basis ey, ..., e, von V beschreiben wir die Kurve v(t) = > exvy(f) durch ihre stetig
k=1
differenzierbaren Koordinaten-Funktionen 7. Die Ableitung ~; ist auf dem Kompaktum

[a, 8] gleichmiBig stetig. Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein &, zwischen s und ¢ derart,
daf gilt

Tk (8) = (t)
et YO = ) — ).
Es gibt ein §;, > 0 derart, daB fiir alle 7, ¢ € [, 5] mit |[7—t| <& gilt [v,(7) —v.(8)] <.

Man wahle nun 6 = min §; und erhilt
1<k<n

— t
max M _ 7];(15)’ <n, fallss,t€fa,f] und 0<|s—1t| <o
5 _

1<k<n
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Beweis. (von Satz 13.12)

(1)

Es geniigt zu zeigen, daf} fiir jedes € > 0 bei hinreichend feiner Unterteilung gilt

ZIM —(tj-1) | (%)

Denn der Ausdruck unter dem Betragszeichen kann dann nie negativ werden: Nach
der Dreiecksungleichung wird die Summe Y || v(¢;) —v(¢j—1) || bei Verfeinerung
j=1

der Unterteilung nicht kleiner. Wire sie einmal grofier als (), so bliebe die linke
Seite von (x) oberhalb einer Zahl €, > 0.

Wir beginnen mit einer Unterteilung a = ap < a; < ... < a, = b von [a, b], auf deren
Teilintervallen [ag_1, ai| die Restriktion von « stetig differenzierbar ist (1 < k < q).
Die in der Behauptung () versteckte Schranke § > 0 wird durch vier Bedingungen
bestimmt:

Erstens wird § bzgl. des Integrals [(vy) so klein gewéhlt, daf fiir Teilungen ay =
to < ... <t, = b der Feinheit max(t; —t;_1) <4 gilt
J

=TI I -t <

A~ ™

(Um Eindeutigkeit von +/(¢;) zu erzielen, nehmen wir die linksseitige Ableitung von
7, falls t; = a; sein sollte.

Zweitens wird § bzgl. der auf [a,b] gleichmiBig stetigen Abbildung ~ so klein
gewahlt, dafl gilt

1y(s) —7(®) || < 4q fiir s, ¢ € [a,b] mit s — ¢ <0,

Drittens verlangen wir ¢gMd§ < - fir M = sup || v/'(¢) ||
tela,b]

Viertens wird 0 auch so klein gewéihlt, dafl in Lemma 13.13 fiir jedes Teilintervall
l[ag—1,ar] (1 <k <gq) die Abschétzung fiir n = 4(b€— )

Zu dem unter (2) fixierten § > 0 sei a =ty < t; < ... < t, = b eine Teilung der
Feinheit < 4.

Mit A bezeichnen wir die Menge der Indices 7, fiir die esein & (1 < k < ¢q) gibt
mit ay, € |t;_1,t;[ . Dann ist fA < ¢. Deshalb gelten die Abschétzungen

giiltig ist.

— > N t) =t H‘ ‘“l ZHW (t; —tj-1)
j=1
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+ Z{H V() (85—t [ = () — (1) I}

i Z | v(t) —~(tj—1) — () (& —tj—1) || (Dreiecksungleichung)
€ , €
s 1 ZHV -t )—V(tj)(tj—tj—l)ﬂ+q@+qM5
JéA

< gt Tapog it <e

Jj=1
igA

Korollar 13.14 (Schrankensatz)
Fiir jede stiickweise stetig differenzierbare Kurve v : [a,b] — V' im n-dimensionalen nor-

mierten Raum V, deren Ableitung eine durch M beschrinkte Norm || ~'(t) || < M, t €
la,b] besitzt, gilt
(b)) —~(a) | < M (b—a)

Das ergibt sich aus dem ersten Teil von Satz 13.12 mit der grobsten Unterteilung to, =
a,t; = b wegen der Standardintegralabschitzung I(y) < M (b— a).

Beispiele zur Langenberechnung von Kurven

(1) Die k-fach durchlaufene Kreislinie vom Radius r > 0
Y (t) = re, t € [0,2mk]

hat die Ableitung 7.(t) = ire", sie hat daher in der durch den Betrag auf C
definierten Norm die Lange

27k
() = / rdt = 2 kr
0

(2) Fiir die aus der stetig differenzierbaren Funktion f : [a, b] — R durch ihren Graphen
v¢(t) = (t, f(t)) im euklidischen R* entstehenden Kurve ist die Ableitung 7}(t) =
(1, f'(t)). Daher wird ihre euklidische Lénge

- /b\/1+f’2(t) dt

(3) Durch Abrollen eines Kreises vom Radius 1 auf der z-Achse des R? entsteht als
Bahnkurve eines Umfangspunktes die ”gemeine Zykloide”

((t) = (t—sint, 1 — cost)
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Ihre euklidische Lénge {iber einen Umlauf des Kreises ist

I(¢) = 27T\/Q—QCos,talt = 2/0%\/511&2(15/2) dt

0

= —4 cos(t/2)]] = 8.

Definition 13.15 (Parametertransformation)

Es sei vy : [a,b] — V ein Weg im n-dimensionalen normierten Raum V. Ist ¢ : [c,d] —
[a,b] eine bijektive stetige Abbildung, dann heifit § =~ o ¢ der aus v durch Umparame-
trisierung mittels der Parametertransformation ¢ entstandene Weg. Da ¢ als injektive
stetige Abbildung streng monoton ist, tritt genau einer der Fille ein:

(p(c),p(d)) = (a,b) v Torientierungstreu”

(p(c),p(d)) = (b,a) w Torientierungsumkehrend”.

Ist @ und ihre Umkehrabbildung o1 stetig differenzierbar, so heifit o eine Ct-Parameter-

transformation. Insbesondere ist dann ¢’ nullstellenfrei, also als stetige Funktion auf [c, d]
von festem Vorzeichen sign @', und zwar 1 oder -1 jenachdem, ob ¢ orientierungstreu
oder orientierungsumkehrend ist.

Wenn daneben auch ~ auf [a, b] stetig differenzierbar ist, so wird § = v o ¢ stetig diferen-
zierbar mit Ableitung

Vektor Skalar
Dies ergibt sich mit Lemma 13.10 aus der Kettenregel.

Bemerkung: Unter C!'-Parametertransformationen bleiben Kurvenlingen invariant:

16) = [(150) 1= s [T10) | &) di

= sign ! [T s = [T s
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13.3 Totale Differenzierbarkeit

Definition 13.16 Seien V,W endlich-dimensionale normierte Vektorrdume tiber K =
R, U CV eine offene Menge in V. FEine Abbildung f : U — W heifit tm Punkt a € U
differenzierbar, wenn eine lineare Abbildung A € L(V, W) existiert derart, daf$ die durch
die Gleichung

fla+h) = f(a) + Ah + R(h)

in emmer Umgebung Uy C V wvon 0 € V definierte Restfunktion R : Uy — W folgendes
erfillt

h
lim fi(h) =0eW (%)
o Rl

Natiirlich muff man sich fragen, ob die lineare Abbildung A € L(V, W) gemifl Definition
13.16 eindeutig festgelegt ist. Dies ist tatséchlich der Fall. Ist ndmlich

fla+h) = f(a) +Ah + Ri(h), fla+h) = f(a) +Ash + Ry(h)

mit Ay, Ay € L(V, W) und R; und Ry erfiillen (x), so gilt fir B = A; — Ay € L(V, W) :
B(h) = Rs(h) — Ry(h) ist linear in A und damit

| B(h) llw
17 (v

Insbesondere gilt fiir festes h € V, || h || =1 und beliebiges t > 0 :

— 0 mit h — 0, h#0

B w [ BER)
t Ttk v

| B(h) |lw —~0  mitt—0

Das heifit B(h) =0 fiiralle h € V, | h |y =1, also A1 — Ay = B =0y .

Als Symbol fiir das eindeutig bestimmte A € L£(V,W) nimmt man A = Df(a) oder
A = f'(a), und nennt A die totale Ableitung oder totales Differential von f in a.

Satz 13.17 Ist f : U — W, U C V offen, in a € U differenzierbar, so ist f in a auch
stetig.

Beweis.  Mit lim R(h)
ol h v
| h|lvy <6. (Wir konnen annehmen, dal Us(a) C U. Sonst wihle man ein entsprechend

kleineres ¢.) Es gilt dann

= 0 existiert ein § > 0, so daB || R(h) ||w < || b ||y filr

I fla+n) = fla) llw <[ Ah lw + [ R(R) llw (Al +1) [ Al
fir | A ||y < 6. Damit ist f stetig in a. o

Bemerkung: Welche Normen in V und W gewéhlt wurden, ist unwichtig wegen Satz
13.7.
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Beispiel: U=V =R?, W=R, f:U—W
f((@1,22)) = (21— 1)(z2 = 1)

Fiir a = (a1,a2), h = (hy,hs) gilt

fla+h) = fla) = (a+h —1)(az+hy—1) = (a1 —1)(az — 1)
= (al—l)hQ + ((12—1)h1 + hihs

) <<Zj:i> (Z;>> + R(h)

Nehmen wir die Euklidische Norm || - || im R?, so gilt
RN |hhol 3 (E+h) 1 |
N = — ~ |hlla—0 mith—0
| 7 ]2 (h2 + h2)V2 = (b3 + h3)1/2 5 | hlla — mit h —

Die Ableitung A = Df(a) = f'(a) € L(R?* R) ist gegeben durch

= {lnm) ) - ke )

1x2—Matrix

Dieses Beispiel gehort zu dem Fall, da V = R", W =R ist,d.h. f: U — R, U C R"
offen. Die Ableitung A von f in a € U ist dann gegeben durch ¢ € R™ mit

Df(a)h = Ah = (¢,h) = ) cphy,
k=1
Man hat also

fla+h) = fla) + ickhk + R(h), lim —— =0

P o 17l

Um die ¢y € R, k = 1,...,n zu bestimmen, wihlen wir h = te; (ey kanonischer k-ter
Einheitsvektor). Man hat dann

1 1
n (fla+ter) — fla) = & + n R(ext)
Mit t — 0 folgt:
. flagtept) = fla)  Of
= %E% t o axk (CL)
of o L o . .
cp = a—(a) ist die sog. "partielle Ableitung” von f nach der k-ten Koordinate im
Ty

Punkt a. Die Ableitung von f im Punkt a € U hat also die Gestalt

Df(a) h = (grad f(a)", h)
wobei grad f(a) = <%(a),..., %(a}) den sog. Gradienten von f im Punkt a
bezeichnet. Man schreibt alllCh Vf(a) — grad f(a) (Nabla-Operator).
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Der Fall V =R, W = R™ mit kanonischer Basis, f : U — R™, U C R offen, bedeutet
daB man A € £(R,R™) mit entsprechenden Eigenschaften sucht. Schreibt man

fi(z)
fz) = : , so hat man das Problem der Differenzierbarkeit von f : U — R™
fn(2)
auf das Problem der Differenzierbarkeit der f, : U — R, k =1,...,m zuriickgefiihrt.
fila)
Es gilt dann (beachte h € R) : Df(a) h = : h
fm(a)

Wir kehren zum allgemeinen Fall zuriick.
Ist f:V — W konstant, so ist D f(a) = Ozw,w).

Ist f:V — W linear, d.h. f € L(V,W), dann ist Df(a) = f. Mit der Linearitit von f
gilt ndmlich f(a+ h) — f(a) = f(h), also ist R(h) = 0.

Allgemeine Regeln des Differenzierens:

Sind f,g: U — W in a € U C V differenzierbar, A € R, so sind f +¢: U — W und
Af U — W in a € U differenzierbar, und es gilt:

D(f +g)(a) = Df(a) + Dg(a),  DAf)(a) = A Df(a).

Man kann auch die Kettenregel auf die vorliegende Situation verallgemeinern.

Satz 13.18 (Kettenregel) Seien Vi, Vs, Vi endlich-dimensionale normierte R-Vektorrdaume,
Upg C Vi, k=12 offen, f: Uy — Vo, g: U — V3

f(Uy) CU,. f seiina € Uy differenzierbar, g in f(a) € Uy differenzierbar. Dann ist die
Abbildung go f: Uy — V3 in a € Uy differenzierbar, und es gilt

D(go f)(a) = Dg(f(a)) Df(a)
N no N
L(V1,V3) L(V2,Vs) L(V1,V2)

Beweis. Es wird gezeigt, daB} fiir 0 < e < 1 ein § > 0 existiert mit

lgoflat+h) —gofla) —Dg(f(a)) Df(a) hilv, < € [ hln

fir alle h € Vi mit || h ||y, < 0. Dies ist exakt zu zeigen.
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Seialso 0 < e < 1. Da Df(a) und Dg(f(a)) stetige lineare Abbildungen sind, gibt es eine
Schranke M > 1 mit

| Df(a) z ||y, < M || z |, fir allez € V;  und (13.1)
I Dg(f(a)) ylva s M [y llv, fiir alle y € V5 (13.2)
Ferner existiert ein 7 > 0 mit
€
| g(f@)+ ) = g(f(@) — Do(ra) bl < 5s Nl (133

fir alle k € Vo mit || k ||y, < 7.
Setze speziell k := f(a+h) — f(a) € V5. Dann existiert & > 0 mit
€
Ik = Di@ ki< 5o Il firalehe Vi [hly <€ (13.4)
Folglich ist fiir || A [y, < &
€
Ik e < 1 Df@) bl + 577 Al

1 €
< M Lkl + 507 Thille = (M+1) IRy (13.5)

—
N

Setze nun ¢ = min(¢, ). Dann gilt fir | A | <6

U
M+1
lgoflat+h) — gofla) = Dg(f(a)) Df(a)h llv;

<|lg(fla) +k) = g(fla)) = Dg(f(a)) k vy + [| Dg(f(a)) (k = Df(a)h) v,

e e klv, + M ||k —Df(a)h @)
< s Wkl +M Ik = Df@h <

€ €
2 |7l +§ | A v,

(beachte: || k ||y, <) =c€|h v -

<

Um die totale Ableitung D f(a) konkret zu bestimmen, wihlt man in der Regel in V' =
R™, W = R™ die jeweilige kanonische Basis und bestimmt D f(a) iiber die partiellen Ablei-
tungen. (Wir werden das im folgenden auch so machen!). Man behalte aber in Erinnerung,
dafl aus der Existenz der partiellen Ableitungen in a noch lange nicht die Differenzierbar-
keit von f in a folgt, vgl. T34, Blatt12.

Sei f:U — R™, U C R" offen. Seien {ey, ...,e,} und {wy,...w,,} die kanonischen Basen
des R™ und R™.

Die Komponenten von f sind die Funktionen f; : U — R, ..., f,, : U — R, so daf} gilt
flr) = Zfz(iﬂ) Wi, zeU.
i=1

Firae U, i€{l,...m}, ke {l,..,n} definieren wir

Ofi (v .y fila T ter) — fila)

AL t |
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vorausgesetzt dieser Grenzwert existiert. l(a) wird partielle Ableitung von f in a

o)

Oxy,

genannt. Manchmal schreibt man auch Dy f;(a) statt

Satz 13.19 Sei f : U — R™, U C R" offen, im Punkte a € U differenzierbar. Dann
0

existieren die partiellen Ableitungen 8—f( ) fir alle k € {1,....,n,}, i€ {l,...,m}, und
Lk

es gilt
m al
Df(a) e, = Z&f (a) w; E=1,...n
=1 k
oder geschrieben in Matrix-Form
@ - @
Df(a) = : ;
‘ZfTT(a) - Gl(a)

Beweis. Sei k € {1,...,n} fest. Da f in a differenzierbar ist, gilt

a+tey) — fla) = Df(a) (tex) + Rlter), wobei limM =0
fla+te) - (@) iy
t£0
Damit folgt
ter) —
lim flatter) — fla) = Df(a) ey, d.h.
o t
. X fila+tey) — fla
iy > PO ey e,
t#£0 1=1
Damit hat jeder Quotient in der Summe einen Grenzwert mit ¢t — 0, d.h. af (a) existieren
k
firi=1,...,m. N

afi
allfk
von f in a oder Funktionalmatrix. Um sie aufstellen zu kénnen, braucht man nur die
partiellen Ableitungen von f in a.

Bemerkung: Die Matrix D f(a) = ( (a)) (m x n-Matrix) heiit Jacobimatrix
ik

Wir wollen noch in einem allgemeinen Beispiel die Kettenregel verwenden. Sei v : |a, 8] —
U, U C R™ offen, eine auf |«, 5] differenzierbare Kurve, und sei f : U — R differenzier-
bar. Wir betrachten g : Ja, B[ — R, g(t) = f(~(¢)).

Mit Satz 13.18 ist g : |«, B[ — R differenzierbar, und es gilt (mit Benutzung der partiellen
Ableitungen von f):

Dg(t) = Df((t)) Dy(t),
wobei Dg(t) € L(RY,RY), Df(y(t)) € L(R",RY), Dy(t) € L(R',R"). Nach Wahl der

kanonischen Basis im R™ bekommt man

DIG) = wad F6) = (S2 00 S 000)
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und

Als spezielle Kurve v betrachte ~(t) =a+tu; t€R, a € R", ueR" |uls =1, eine
Gerade durch a in Richtung u. Offensichtlich ist 7/(¢) = u fiir alle ¢ € R. Speziell

Dg(0) = (grad £(0)" ) (13.6)

Berechnet man ¢'(0) = Dg(0) direkt als Differentialquotient, so gilt andererseits

Do) = iy L0790y Flot i) = 1)
t£0 t£0

Letzteren Grenzwert nennt man die Richtungsableitung D, f(a) von f in Richtung
u im Punkkt a, also fir f: U - R, a € U CR"

flattw) = fla)

Dyf(a) = lim
o t
Beachte D, f(a) = aaxJ;( )-

Bei variablem u, also variabler Richtung, wird Dg(0) in (13.6) maximal, falls u ein positives
skalares Vielfaches von grad f(a) ist (ausgenommen wird hier grad f(a)? = 0).

Mit anderen Worten: Die Richtungsableitung wird maximal, wenn man in Richtung des
Gradienten schaut.

Eine zusétzliche geometrische Deutung zum Gradienten erhilt man durch Betrachtung
der Niveaumenge von f ina € U

N(a):={zeU: f(z)= fla)}

Sei v : ]Ja, B[ — N(a) eine differenzierbare Kurve in N(a). Da die Komposition g(t) =
f(v(t)) = f(a) konstant ist, gilt

0 = g'(t) = (grad f(+(1))",7(1))

Ist nun v(tg) = a, so gilt 0 = (grad f(a)”,~'(ty)) fiir alle diese Kurven . Anschaulich
kann man sagen, dafl der Gradient grad f ( ) senkrecht auf der Niveaumenge N(a) von
f in a steht.

Wir wollen nun herleiten, unter welchen Bedingungen an die partiellen Ableitungen von
f die Differenzierbarkeit von f folgt.

Zunichst zeigen wir eine Folgerung des Mittelwertsatzes 9.11 fiir vektor-wertige Funktio-
nen.
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Lemma 13.20 Sei g : [a,b] — R™ in Ja,b| differenzierbar. Dann existiert ein x € |a, b
mat

19(b) = g(a) ll2 < [lg'(@)ll2 (b—a)

Beweis. Setze z = g(b) — g(a) € R™ und definiere ¢ : [a,b] — R

p(t) = z9(t) = (z,9(1)
¢ ist differenzierbar auf |a,b] und stetig auf [a, b]. Mit Satz 9.11 existiert ein = € Ja, ]
mit
p(b) —pla) = ¢'(z) (b—a) = (2,4 (z)) (b—a)

Andererseits gilt

p(b) —p(a) = (z,90)) — (2,9(a)) = (z,2) = |zl2
Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung im R™ gilt

lzlz = (z.9'(2)) (b—a) < l2ll2 [ 9'(x) 2 (b—a),

also
19(b) —g(a) 2= [zl <1 @)[l2 (b—a)

Lemma 13.21 Sei f : U — R™, U C R" offen und konvex. (U heifit konvez, falls mit
a,b € U auch ta+ (1 —t)b € U gilt fir alle t € [0,1].) Ist f in U differenzierbar (d.h.
in jedem a € U differenzierbar) und gilt || Df(a) |22 < M fir alle a € U, so gilt

| f(b) — fla)|o< M [[b—a|- fiir alle a,b € U.
Beweis. Wihle a,b € U fest. Bezeichne I = {ta + (1 —t)b: t € R}. [ ist offen und

enthdlt [0,1]. Setze v: 1 — U, ~(t) =ta+ (1 —t)b und schlieBlich g : I - R, ¢(¢t) =
f(y(t)). Wir haben mit der Kettenregel (Satz 13.18):

Dg(t) = Df(v(t))¥'(t) = Df(y(t)) (a—1b)
und damit fiir alle ¢ € [0, 1]
1g' () lz =1l Dg(t) lo < | Df(y(£) 22 10 —alz< M [b—al:
Mit Lemma 13.20 folgt mit einem z € ]0, 1
1 £(b) = fla) [l2=119(0) —g(1) [l2< [lg'(x)ll < M [[b—al}
o

Bemerkung: Lemma 13.20 und Lemma 13.21 kénnen fiir beliebige endlich-dimensionale
normierte R-Vektorrdume formuliert werden. Dabei miissen die Schranken ||¢’(x)||2 und
M entsprechend angepafit weren.
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Korollar 13.22 Sei f : U — R™, U C R" offen und konvezx. Gilt Df(a) = 0 fir alle
a € U, so st f konstant.

Beweis. Mit Lemma 13.21 ist f(a) = f(b) fiir alle a,b € U. o

Man sagt, daf§ f : U — R™, U C R" offen, stetig differenzierbar in U ist, falls a —
Df(a), U — L(R™,R™) eine stetige Abbildung ist. Man schreibt dann f € C'(U).
Ausfiihrlich heit f € CY(U) : Ist a € U, € > 0, so existiert ein § > 0 mit

| Df(b) —Df(a) | <e fir [[b—al <9,

wobei die Operator-Norm in £(R", R™) zu betrachten ist.

Satz 13.23 Sei f : U — R™, U C R" offen. Dann gilt f € C*(U) genau dann, wenn

fi existieren und stetig sind.

8$k

alle partiellen Ableitungen ——

Beweis. Sei f € C'(U). Wir wissen mit Satz 13.10, dafl alle partiellen Ableitungen

0fi :
8f (@), acU, ie€{l,...,m}, ke{l,..,n} existieren. Auflerdem gilt (vergleiche Satz
Lk

13.19)

oy,
So(@) = (Df(@) enw)

und folglich mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

@) - 250 = DA e w) — (DI ew )
<[ (Df(a) —Df®))exll2 < || Df(a) —Df(b) |
wobei wir ||eg]ls =1 = ||w;|l2 benutzt haben. Somit sind die Funktionen g—f U—R
T,
stetig.

Fiir die Umkehrung kénnen wir uns auf den Fall m = 1 beschranken. (Wir haben fir die

fla+h) = fla) = Jf(a)h

Differenzierbarkeit von f zu zeigen, dafl }llirr(l) =0 gilt, wobei

17|
J f(a) die Jacobi-Matrix ist. Daher reicht es, jede Komponenten-Funktion f; : U — R zu
untersuchen.) Sei a € U, € > 0. Wahle r > 0 mit U,(a) C U und g—f(x) — aa—f( )| <
Ik xk‘

C firallez € Una), k=1,...n

n
Sei nun h € R™ mit ||h|ls < 7. Mit h = (hy, ..., h,)T bezeichne

vg = 0, vg = (h1, ..., b, 0,...,0)  firk=1,...n
Dann gilt

fla+h)— i fla4+vg) — fla+vi_q)).

k=1
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Nun ist U,(a) offen und konvex. Ferner gilt mit ||vg|ls < 7 auch a + v, € U,(a) fiir
k= 0,1,...,n. Somit sind die Verbindungsstrecken zwischen a + v;_; und a + v, ganz
in U,(a). Nunist a + vy = a+ vg_1 + hpep. Mit dem Mittelwertsatz 9.11 angewendet
auf die stetig differenzierbare Funktion ¢y, : [0,1] = R, ¢x(t) = f((a + vk_1) + t hgex)
existiert 6, € |0, 1] mit

of

fla+vp) — flatve1) = hg pr ((@+vg-1) + Orhyer)
Da 5 5
hk a;; ((G+Uk_1) +0khkek) — hk a;;(a) S |hk|%
erhalt man
st = 1@ -3 2w m
k=1 Yk
= Y (flatv) = flatve)) = D 5(a) I
k=1 k=1 9Tk
_ i(%((aﬂk_l) — Ophyer) — (%(@) h| < n% imﬂ
< e|lhlls fiir alle h € R™ mit Al <r.

Das heifit f ist in a differenzierbar und D f(a) = grad f(a).

Bleibt zu iiberlegen, dafl a — Df(a) = grad f(a) stetig ist. Dies ist aber klar, da jeder

0
Eintrag —f von grad f stetig in a ist. o

8xk

Bemerkung:

Wir wollen folgende Implikationen festhalten:

dfi
(i) f: U —R™, U CR" differenzierbar = 8f existieren.
Tk

Die Umkehrung gilt nicht.

ofi . .. : :
(i) f:U — R™, U C R" stetig differenzierbar <= a—f existieren und sind stetig.
Tk

Zahlreiche Beispiele fiir die Bestimmung von Df(a) findet man in Blatt 13. Besonders
wichtig sind die Ubergéinge zu krummlinigen Koordinaten, siche Z35 im R? und H46 im
R3. Die Polarkoordinaten im R? (siehe Z35) erhélt man durch folgende Abbildung

¢:U ={(r,0) €]0,00] x]0,27[ } — R?

o(r, ) = (rcose,rsing)”

Wir wissen

[ cosp —rsing
do(r, ) = (simp rcos & ) (r>0, 0<¢<2m)

76



Nun ist d¢(r, ) invertierbar (als Element von £(R? R?) mit

Cos ¢ sin ¢
(do(r,p)™" = ( ) = ) r=yz?+y’

—% sin @ % Cos (p
Es sollte nicht iiberraschen, dafl (d¢(r, p))~! die Ableitung von der Abbildung ¢! : S —
U S =¢U) = RAN{(t0) :t >0} S die an der positiven z-Achse geschlitzte
Zahlenebene R?, ist.

¢\ (@,y) = (r,sign(y) arccos ), r= /22 g2

(Man beachte: ¢ o ¢~ =idg, ¢ 'o¢ =idy. Falls ! differenzierbar, so verwende
Kettenregel). Dies ist ein Spezialfall folgender allgemeiner Situation.

/
|
38
ke
RS

z
2

Definition 13.24 Seien V und W endlich-dimensionale, normierte R-Vektorriume. Fi-
ne bijektive Abbildung ¢ : Uy — Uy, U CV offen, Uy C W offen, heifit Diffeomorphis-
mus, falls ¢ € C1(Uy) und fiir ¢~ : Uy — Uy ebenfalls gilt o~ € CH(U,) .

Bemerkungen: Ist ¢ : Uy — U, ein Diffeomorphismus von U; C V auf Uy C W, dann
gilt:

(a) dimV = dim W.
(b) Fiir jedes a € U, gilt fiir die Ableitungen d¢(a) und d¢=1(b), b= ¢(a), folgendes:
dp~'(b) = (do(a))™

Man hat néimlich ¢! o ¢ =idy,, ¢o ¢! =idy,. Mit der Kettenregel (Satz 13.18) gilt
Ao~ (b) dp(a) = idy  und de(a) do~1(b) = idw

D.h. d¢=(b) = (dp(a))™t, sowie dim V' = dim W.

Insbesondere ist fiir einen Diffeomorphismus ¢ : Uy — Us jede Ableitung d¢(a) invertier-
bar in L£(V,W). Folgender Satz besagt, dafl die Differenzierbarkeit der Umkehrabbildun-
gen automatisch erfiillt ist.

Satz 13.25 Sei ¢ : Uy — U, eine bijektive Abbildung von Uy C V offen auf Uy C W offen.
Ferner sei ¢ € CY(Uy) und ¢ : Uy — Uy sei stetig. Sind alle Ableitungen d¢(a), a € Uy,
invertierbar in L(V, W), so ist ¢~ € CY(Us), d.h. ¢ ist ein Diffeomorphismus.

Beweis. Wir haben zu zeigen, dal ¢! differenzierbar ist, und dafl b — do1(b)
stetig ist. Fir den Nachweis der Differenzierbarkeit in b = ¢(a) diirfen wir @ = 0 und
b = ¢(a) = 0 annehmen. Sonst betrachte man statt ¢ die Abbildung z — ¢(z+a)— ¢(a).
Eine weitere Reduktion des Problems erhalten wir durch folgende Uberlegung: Betrachte
Y= (dp(0))"tog: Uy — V. ) ist bijektiv, bildet U; auf eine offene Teilmenge von V' ab
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(wegen Korollar 13.8), 1 € C,(U;) und ! ist stetig. Zusétzlich gilt di)(0) = idy wegen
der Kettenregel. Die Ableitungen di)(a) sind invertierbar, da ja alle d¢(a) invertierbar
vorausgesetzt sind. Hat man gezeigt, dafl /~! in 0 differenzierbar ist, so ist auch ¢—! in 0
differenzierbar (wegen ¢! = ¢! o (d¢(0))™!). Wir kdénnen also annehmen:

¢(0) =0, dp(0) = idy
Mit der Definition der Differenzierbarkeit gilt

¢(h) — idy h = R(h) wobei %13%];(7? =0 (%)

h#£0

Sei k € V und h = ¢~ 1 (k). (*) schreibt sich nun

07 (k) — k = —(¢(h) —h) = —R(¢~'(k)) (%)
Wir zeigen, daf§ gilt

EE% %_”1(]{)) =0, (5 * )
k0

was fquivalent dazu ist, daBl ¢~! in 0 differenzierbar ist (und d¢—'(0) = idy). Da ¢!
auch stetig ist, gibt es mit (%) Zahlen r > 0, 6 > 0 mit

IR < 58] fir ) <r und
lo™'(k) | <r  fiar [lk] <6
Damit gilt
I RGNS 5 No kIl fir ] <o
und mit ()
l67 k) —kl< 5 No k) fur [l <o

Folglich haben wir || ¢~ (k) || < 2||k||  fiir ||k]] < d, und deshalb fiir ||k|| <4, k # 0

RO R) I _ 2] Ble(F)) |
[1&] I K G|

mit £ — 0 (da h=¢ (k) — 0). Somit ist (* * *) gezeigt.

— 0

Bleibt zu zeigen, dafl d¢=' : Uy — L(W,V) stetig ist. Wie eben kénnen wir V = W
annehmen. Wir wissen, da§ d¢=(b) = (dé(a))*(a), b= ¢(a) (vel. Bemerkung (b)). Sei
also b, — b in Uy. Fiir a,, = ¢~ (b,) gilt a,, — a in Uy, also d¢(a,,) — dp(a) in L(V,W).
Mit dem anschlieBenden Satz 13.26 gilt auch (d¢(a,))™" — (d¢(a))™ in L(V,V), d.h.
¢~ (bn) — dgp~" (). o

Die Invertierbarkeit von D f(a) hat im vorangehenden Satz eine grofle Rolle gespielt.
Wir wissen, daB8 £(V) = L(V,V) mit der Operatornorm ein normierter Raum ist. Ob-
wohl das folgende auch fiir unendlich-dimensionale Banachrdaume V' richtig ist, schranken
wir uns auf V' endlich-dimensional ein. Da £(V') selber endlich-dimensional ist, ist £(V)
vollsténdig, also ein Banachraum.
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Satz 13.26 Sei V' endlich-dimensionaler normierter Raum. Dann gelten:

(1) Ist A€ L(V), || A—idy || <1, soist A invertierbar in L(V') und es gilt
AT = (idy — A" (Konvergenz der Reihe in L(V))

n=0

(BO = Zdv)

(ii)) Die Menge G = {A € L(V) : A invertierbar} ist offen und die Abbildung A +—
AL G — G st stetig.

Beweis.

(i) % (idy — A)™ existiert in £(V), da | idy — A || < 1, siehe Ubungen (T25, Blatt8,

n=0
Analysis I) Bezeichne s, = gl: (idy — A)™.
n=0
Dann gilt
ASm = (ldv — (ldv — A)) Sm — Sm (ldv — (ldv — A))
m+1
= Sm — Z (ldv — A)n = ldV — (1dv — A)erl
n=1
Mit m — oo folgt fir A = 3 (idy — A)": AA = AA =idy.
n=0
1
(i) Sei Ag e Gund Ae L(V)mit || A— Ay | < AT Dann gilt
0
lidy — Ag'A | = | A" (Ao — A) | < AT [ Ao — Al < 1,
also Ag'A € G, und es gilt mit (i)
(A" A) ™ = D (idy — A A)" = 3 (47 (Ao — A))",
n=0 n=0
also

ATl = (i (47" (AO—A))n) Ag'

n=0

Insbesondere folgt aus eben Gezeigtem, dafi G offen in £(V') ist. Mit

ATV = AT+ DT (A (Ao — A A
n=1

gilt auch
A7 = A3 = 1 (A5 (Ao — A A5 |
n=1
o ] A [ Ae— Al
< (3145 AO—AH“) A1 = 1457 ] |
(Z “ 0 o T AT T A= 4]

Daraus folgt die Stetigkeit von A — AL,
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