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Lokal p-harmonische Funktionen

Sei p > 1. Eine C?(2)-Funktion ist eine klassische p-harmonische
Funktion, wenn gilt

Dpu=V - ([VulP?Vu) =0

Wir iiberfiihren dies in die schwache, lokale Formulierung, sodass wir eine
W,i,f Funktion u lokal schwach p-harmonisch nennen, wenn fiir alle
@ € WP und alle Kompakta K C Q gilt: gilt:

/ |VulP™2Vu -V =0
K

Bemerkung: Fiir p = 2 ergibt sich der gewdhnliche Laplace-Operator aus
dem p-Laplace-Operator. Der Exponent p — 2 wurde so gewadhlt, dass das
zu minimierende Funktional fiir eine Losung [ |[VulP ist,
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Lemma zur Schnellen geometrischen Konvergenz
Lemma
Es seien o > 0,c > 0 und b > 1. Fiir eine Folge a, mit

dk+1 < Cbk 1+a

S T
@< Cab 2

: 1 _ ltka
Dann gilt ax < C ab o2 — 0

Beweis direkt per Induktion.
(0%
Bemerkung: Haben wir a1 < Cb*ay (‘?y—k) mit frei wahlbarem ~, so gilt

1
a — 0 ﬂir’yz a()CéboT2
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Energieungleichung

Theorem

Esseiu € W,})’,f (Q) mit Apu =0 im lokal schwachen Sinn, f > 0 eine

nicht fallende Funktion und ¢ € C5°(Q). Bezeichne weiterhin v := |Vul.
Dann gilt

][VP—2f(v)yvv|2<2 5][ vPF(v)IV¢I

Q Q

Bermerkung:

Vv muss a priori nicht als Funktion existieren. Der véllig rigorose Beweis
des Theorems erfordert die Arbeit mit unhandlichen diskreten Ableitungen.
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Beweis(skizze) des Theorems

Wir betrachten
- ][ 8y (vP=20;u) 8 (F(v)Byu) ¢
Q
= ][ O (vP205u) 0; (F(v)01u¢®) — 9y (vP~20;u) f(v)9u2¢0;¢
Q
=— ][ vP=20;u0;0 (f(v)01u¢?) — 9y (vP~20;u) f(v)9u2¢0;¢ =: Il

Q
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Linke Seite:

/ :][(lc(v)vp_2\V2u|2 + (F(V)VP2 + (p — 2vP3F(v)) v|V V[

Q
+f'(v)(p = 2vP 3| Vv - Vul?)(?

_][(i"(v)vp2 (]Vzu\z — \Vv]z) + f'(v)vPt (]Vv|2 —
Q
+(p— D 2R)ITVP 4 (p— D3 F ()T - TuP)

> f(p = v 2|V
Q

Vv - Vul?
.2
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Und auf der rechten Seite:

= —][(p — 2P 3 (v)0;vOudjudiC2¢ + vP2£(v)9,0udud;C2¢
Q
<c f w29 viglve]
Q

gca][ P2F ()| VR 4+ Cc(;][ (V) |VC]?
Q Q

Wir wahlen nun ¢ klein genug und bringen den ersten Term auf die anderes
Seite und das Theorem ist bewiesen. Obwohl wir hier Ableitungen von f im

Beweis genutzt haben, muss f nicht differenzierbar sein. (Zuniachst f glatten
und am Ende Grenzprozess)
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Corollary

Voraussetzungen an v wie oben und v > Qund wir definieren
G(t) := C(tz —~z),, dann gilt:

]1 V(GW)Q)P < C f VPxusn VP

Beweis: Mit f(v) = x> gilt

][|v<c(v)<)|2~ ][ VP2 TVPE + ][(v" V32 IVCP
Q

Q

N

Q
< ][ Xy VP
Q
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Die Beschranktheit des Gradienten von u

Theorem

Es sei u € W,}J’,f () lokal schwach p-harmonisch auf einer offenen Menge
Q. Dann gilt fir v = |Vu| und einen Ball B mit 2B C Q:

sup vP 5][ vP
B
2B

Bemerkung: Wenn der Satz fiir Bille gezeigt ist, kann er einfach auf andere
beschrankte Mengen M mit M C 2 verallgemeinert werden.
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Beweis des Theorems

P
Wir definieren die Folge vk, sodass 77 = cx = cxo(1 — 27%), die Bille
By = B(1 +27%) und Cutofffunktionen () mit xB, < ¢k < xB,_, und
V(x| < 2%, sowie Gi(t) wie oben und betrachten die Folge

Wi :][ VPXV>“//<<I%

2B

Ziel: Mit dem am Anfang bewiesenem Lemma zeigen, dass fiir 75, ~ W,
Wy — 0 gilt. Denn dann haben wir auf B x,~,. = 0 und damit

vpgygog][vp
2B
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Es gilt mit v > y4y:

P P
V2 = V2 — Cx + Ck
P Ck
=V2 — Ck + 7(Ck+1 = Ck)
Ck+1 — Ck
P Ck P
<Vv2—¢c+——1|V2 —ck
Ck+1 — Ck
Ck+1 P
= 7—’— <V2 — Ck)
Ck+1 — Ck

< 2K G (v)

Weiterhin haben wir die Abschatzung

2 2
Wi :][ Vva>’kak > ][ Vva>’Yk+1 Ck > Vk+1 ][ Xv>vkt1 Xsupp(Crs1)
2B 2B 2B
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Wir schatzen ab:

Wk+1 = ||VPXV>’W<+1CI%+1||1 S ||VPXV>'Y/<+1CI%+1||

= | |XV>’7/<+1 Xsupp(Crr1) | ‘ Z

2
n
1

p 2
= HVZ Xv>vks1 Ck—i—l ‘ | n2l12 HXV>’Yk+1 Xsupp(Crr1) ||

2
Wi \"*
< 22/<+2HGk(v)C/<+1H2zin2 (7,, )

n= k+1

< PHIV (Gu()Cesr) B (:Vk)

o0

Wi
< 22KV [V Cksa Pl ()
’Yoo
2
W n
< 2% W (pk>
Yoo
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Mit der hier vorgestellten Methode |&sst sich die Beschranktheit von
Gradienten auch fiir Losungen von allgemeineren Problemen zeigen:

e Die parabolische (statt wie bisher elliptische) Version
Apu = Oru

e Der ¢-Laplace-Operator, mit einer geeigneten N-Funktion ¢:

v (2¥vu) -0

%

Mit dem Wissen um die Beschranktheit des Gradienten der Lésung ldsst
sich weiterhin sogar die lokale Holder-Stetigkeit desselben zeigen.
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