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Definitionen

Sei Q C R eine beschrinkte, offene und zusammenhingende Menge mit
polygonalem Rand 0Q2.
Sei T eine Triangulierung von ©Q mit maximaler Netzweite:

h := maxrc7{ht} wobei ht := diam(T)
Sei V- der Raum der bzl. T stiickweisen Polynome.

V= {v eC(QIVT € Tv|r € P}

Seien (aj)j=1,.. n die Stiitzstellen des Lagrange-Gitters r-ter Ordnung bzl.
T

Sei (¢;i)i=1,....n die Nodale Basis von Vi d.h. fiir alle i,j € {1,..., N} gilt:
i(aj) = b
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Motivation
Wir Suchen einen Projektions Operator I : W/P(Q) — Vi der Form:

N
M:ve— Zw,-(v)gp,- mit w;(v) € R
i=1

Mit der Eigenschaft:
S Wé’p = nvfag =0
Probleme:
Funktionen in W/P(Q) haben keine Punktwerte.
0Q ist eine Nullmenge d.h. A\4(9Q2) =0
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Berechnung der Gewichte w;

Fiir jede Stiizstelle a; wahlen wir einen Simplex o;:

e falls a; innerer Punkt eines d-Simplexes T € T ist dann:

o =T
e falls a; innerer Punkt eines d — 1-Simplexes T’ (Kante von T) ist
dann: g; =T’

e falls a; in einem d — 2-Simplex liegt d.h. ein Eckpunkt ist, dann:
» falls a; € 09, dann: g; := T' mit a; € T’ und T’ C 99.
» sonst: o; := T' mit a; € T'.

Wir setzten d; := dim(o;) € {d,d — 1}
Bem: Die Wahl der o; ist nicht eindeutig.

Die zusatzliche Bedingung bei a; € 09 ist elementar fiir das erhalten
des Randverhaltens von v.
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Berechnung der Gewichte w;

Wir fixieren nun ein o; und berechnen das Gewicht w;(v).

Sei (go;j)jzl,m,,,,. die nodale Basis fiir P9(o;) d.h. die pi; mit a;; € 0;.
N: Wir wahlen die j; so, dass iy = i.

Seien (1/JJ’-')J-:17._,,,,,. die Representanten der zu (go,-j)j:lw’,,,. bzl. <, >12(

dualen Basis.

Die Idee ist nun w;(v) als L2-Skalarprodukt von v mit 9 zu definieren.
e Falls d; = d ist das problemlos méglich.

e Falls d: = d — 1 existiert ein U C Q offen mit C! Rand und o; C AU.
Und nach dem Spursatz existiert ein C mit:

o)

Ivloulleouy < Cliviulwre(uy
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Damit ist fiir p > 1 der folgende Term wohldefiniert:

wi(v) =< i, Vo, >Lz(gi):/ w£v|gid/\,-

Wobei \; entweder das Lebesgue MaR auf T oder das OberflichenmaB auf
oU ist mit o; C OU.

e Firalle pe Vrundallei € {1,..., N} gilt: wi(p) = p(a;) und damit:

Mz

p(ai)pi(aj) = p(aj)
i=1

e Firalle v € Wol’p und alle a; € 09 gilt: v|,, = 0, da nach Wahl
oi C 9Q. Und somit gilt wi(v) =0

Mv|sa =0

Maximilian Jung Scott-Zhang-Projektion 6/13



Approximierbarkeit
00000 0000000

u
M
u
M

’LMU

N: Wir schreiben a < b, wenn a < Cb fiir eine von v und 7 unabhingige
Konstante C gilt.

Theorem
Fiir v € W'P(Q) mit | < r+ 1 gilt:

1
P
(Z lv = ”Vll’évaq)) S VI

TeT

Zum Beispiel gilt fir p=2, / =1, m = 0:

[y

1
2
[v —Nv|[2q) = (Z v — I_IVH%Q(T)) S E”VHWM(Q)

TeT
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Beweis des Theorems

N: Sei Ty der d-dimensionale Einheitssimplex.

e Fiir alle T € T existiert eine eindeutig bestimmte affine Abbildung
To — T:

Fr:x— Ax + b mit
det(A) < hd und ||A] < hr

e Wenn g; = T fiir ein T € T, dann gilt nach dem Transformationssatz:

/ (¢Il o ng) (QD,J o ng) det(A)d)\,- = (5171'
To —_————
=0
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Aufgrund der Eindeutigkeit der dualen Basis folgt damit:

19| 100 (o7) = det(A) [ ]| oo (1) S hF?

e Analog gilt fiir 0; C O, T:

[ Py

Satz (3.29 aus Dziuk)

Fiir v.e Wy ,(2) sowie FT und A wie oben.

_1
v o Frlwka(rsy S IAI¥Idet(A) v yis(ry
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e Fir alle T gilt:
IVl S |det(A)lllv o Frllia(ro)
/
S Y v o Frlwwa(r)
k=0
/ 1
S B IAIAIdet(A) vl
k=0
I
d+k—42
S > hr P Ivlwke(r
k=0

e Fiir o; C OT gilt:

HV||L1(T) S Zhr p|V|W’<aP(T)

L do14k-d
k=0
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e Fiiralle ve W/P(Q) und T € T gilt:

ny
IMv[lwme(ry S Z |willlill wm.e(T)
i=1
mad mo
< hp Pmax|gi o Frllwme(ry 3 144vo 1o
i=1
d M
S

—m+d ;
hr PZH%HLw(a,-)||V|a,-||L1(a,-)
i—0

—m+%_di+di+k_% |

N
N
M-

V|W’<’P(T)

AN

/
k—
Zhr "vwke(T)
k=0
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Lemma (von Bramble-Hilbert)

Sei U C RY beschrankt mit C* Rand und Durchmesser p, dann existiert fiir
alle v.e W'P(U) ein p € PE | (U) mit:

I—k
v = pllwkewy S 2 “lIviiweew)

e damit gilt:

v =TV |lwmery < v = pllwmecry + I0(p = V) Wi (T
/
S v —=pllwmeery + Z 5="lp = vllwws(T)
k=0
/

ket 1—k
> R ] wk oy
k=0

A
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e also haben wir:
I—
v —Nv|lwmery S h7 " IVIIwke)

e Es folgt:

Z v — r|v||WIP(T < pp(l- m)“VHWkP(Q)
TeT
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