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Hilfslemma

Fiir den Vortrag: G CC R" (beschranktes Gebiet).

Fiir u, o € H'(G) definiere:

(—Au)(p) = [Vu-Vp Dann gilt: —A : HY(G) — H™'(G)
G u— (—Au)()

Beweis: Sei u, p € H'(G), dann:

Def
[(—=Au)(p) S/WUHV(P\ < |[Vullze)IVellzey < [IVullizee)llellme)
G

Def —Au
|- Bulaie) % sup L)

) < |lullre)
peH(G)\{0} H‘PHHl(G)

— Beschrinktheit Linearitat von Gradientéﬁlarprodukt und Integral
= Stetigkeit und —Au € H7Y(G) (Vu € H}(G))

Michael Holzer

Linearitat
Ol
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Definition schwacher Losungen der Poissongleichung

Seien f € HY(G), g € HY(G). u € H'(G) heiBt schwache Lésung des
Randwertproblems (RWP):

—Au=finG
u=gauf 0G
=

Vo € HY(G) : [Vu-Vo=Ff(p)undu—ge H'(G)
G
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Existenz/Eindeutigkeit bzgl. Vereinfachung
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Vereinfachung: Fall g =0

Satz 1: (Existenz und Eindeutigkeit fiir g = 0)
Vf € H71(G) 3! u € HY(G):

(—Au)(p) = /VU'V‘P: f()
G

Vo € HY(G) i.e.: u schwache Ldsung von (RWP) fiir g = 0.
Es gilt: (a priori Abschdtzung fiir ¢ unabhingig von u)

lullgrey < cllfllb-1(6)

Michael Holzer Existenz und Eindeutigkeit schwacher L3sungen 4/14



Existenz/Eindeutigkeit bzgl. Vereinfachung
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Beweis (Existenz I: Ubersicht)

Poincaré

22" % 1 Vv € HY(G) Jcy, ¢ Konstanten bzgl. v:
allvilpie) < ellVvlize < ellvlime)

Betrachte: Vv € H(G) 1
I(v):= 2/|Vv|2 — f(v)

G
Iwin:i= inf [(v
. . veH(G)
Ziel : Zeige:
* Imin ist beschrankt

m—>00

* (Vi) — Imin = vin Cauchyfolge
* Ju € HYG) : I(u) = Imin
* Minimierer von [ ist Losung des Problems (—Au) = f
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Existenz/Eindeutigkeit bzgl. Vereinfachung
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Beweis (Existenz Il: Beschranktheit)

- Abschatzung nach oben: 0 € H*(G) mit Imin < /(0) < 00 (V)
- Abschatzung nach unten:

1) 2 Ve~ sup 1F(W)] = 2IVVIBai6) — -

ve(G)\{o0}

Poincaré

1) IV H1(6)

1
IV VIT2(6) = I lH-16) - (Y VIIT2(6) + 1V VIIT2(6))?

= HIVvIa(e) 2(\£¢1 T Pllfll-16) - / HIVVlliaey)

IV Vi 6y = 31+ I} (6) — 31V VT

A2 b2

Y

_ _1+2,_~2 ||f|ﬁ-/*1(G) > —oo (v') = Beschrdnktheit
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Existenz/Eindeutigkeit bzgl. Vereinfachung

(e]e] 000@0000

000

Beweis (Existenz Ill: IMinimierer (a))

Definition als Infimum— 3(vm)men, Minimalfolge
Vm € HY(G) (Ym) : I(vem) = Imin
Zeige: = (Vm)men konvergente Folge in H!(G)

/\v (v = )P = /|v ve — )2 +/|v —_ /|v —_—
:z/yw|2+2/|vv,|24/\V(Vk;V/)|2
G G G

= 41(vg) + 4f(vk) + 41(v)) + 4f(v)) — 8/(v;<;rvl) — 8f( Vk;rvl)
feH=1(G VA
T (1) + 1) — 21(24)

Michael Holzer
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Existenz/Eindeutigkeit bzgl. Vereinfachung
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Beweis (Existenz IV: IMinimierer (b))

Ui ¢ HY(G) = 1(%F) > Iin:

IV (vie = )|l 726 = / IV (vie — vi) P = 4(1(vic) + I(vg) — 21(%52)
G

k,|—oc0

< 4(1(vie) + 1(v) — 2Lmin) =25 0

9 Poncaré 9 5
0< [k —villzgy < lIV(vie = villiz g

k,l—o0
= Hvk — V/||H1(G) — 0

= (Vm)men Cauchyfolge Folge in Fll(G)
HY(G) vollstindig — Konvergenz mit Grenzwert u € H'(G)
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Beweis (Existenz V: Minimierer [6st Problem)
Betrachte fiir o € H!(G) beliebig:

0 91 )
Iy t _ v o2 9, t
sl +e9)| atz/ Ferilf,  —gpietsg)
G [VuP+2tVu-Vp+£2[Vel? F(u)+tf ()
:/VU-V@+t/|V¢|2_f(¢)
G G t=0
= /Vu Vo —f(p) u Minimierer 0
G
& [Vu-Vo=f(p)
G
(Existenzv’)
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Beweis (Eindeutigkeit)

Seien uy, W € Fll(G) Losungen des Problems,
definiere u := 1y — up dann VY € HY(G):

/Vu-Vgoz/Vu1-V<p—/Vuz-V<p
G G G
=f(p) = flp) =0

Setze p = u — ||[Vull;2(6) =0 * lulley =0 2 u=0 —u =uw

(Eindeutigkeitv')

Michael Holzer Existenz und Eindeutigkeit schwacher Lésungen 10/14



Existenz/Eindeutigkeit bzgl. Vereinfachung
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Beweis (a priori Abschatzung)

Annahme: u l6se das Problem. Betrachte ¢ := u, o0BdA u # 0 (sonst
Abschitzung klar)

* u Lésung
lullfagey < cllVullfzy " = ¢ f(u)

=4
c-f(u f(v
lullpae) < H” <c sp A _ g
UHHl(G) vERL(G)\{0} HVHHl(G)

(A priori Abschitzungv’)
]
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Folgerung fiir g € H(G)

Satz 2: (allgemeiner Fall)

Seien g € H'(G), f € H™*(G) dann:

3lu € HY(G) : u schwache Losung des Randwertproblems gemiR
Definition. Es gilt fiir eine Konstante C:

lullgrey < CUIFllH-1(6) + I8 llH1(6))
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Folgerung fiir allgemeinen Fall
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Beweis:
Betrachte: ii:=u—g, f(p):="f(p ng Vo

— f e H(G) wegen f,(—Ag) € H™ (G) (nach Lemma)

222 Qe HY(G) : [Vii-Vo=f(p) Vpe H(G)

G
—u=10+glost —Au="f

Fiir ein C (unabhangig von u, ii):

lullirey < NdllHrey + llgllHre) Satﬁz 1 CN.H’EHHfl(G) + gl (6
< CIfl-1(6) + || — Dellu-16) ) + llglme)
<l () (Lemma)
C(IfllH-1(6) + llglHr(e)) O
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Folgerung fiir allgemeinen Fall
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Zusammenfassung

Satz 3:
~A: HY(G) = H(G)
- linear, bijektiv und stetig
- fiir k bzgl. u unabhangig: k|ul[1(6) < || — Aullp-1(6) < llullr(e)

Beweis:
« Linearitat (Linearitdt von Gradient, Skalarprodukt, Integral)
« Bijektivitat (Existenz und Eindeutigkeit schwacher Losungen)

Lemma Def
* Abschatzung nach oben: || — Aully-16) < [[Vullze) < llullre)
* Abschatzung nach unten:

f IVul2y oy X Klul?
_ (=Au)(u) _ L2(G) Hi(G) _
I =Bulli=6) 2 Talpe = Tolae = Telae — K4lm6)
« Stetigkeit (Beschranktheit und Linearitat) O
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