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Schwache Lösungen Existenz/Eindeutigkeit bzgl. Vereinfachung Folgerung für allgemeinen Fall

Hilfslemma
Für den Vortrag: G ⊂⊂ Rn (beschränktes Gebiet).

Für u, ϕ ∈ H̊1(G ) de�niere:

(−∆u)(ϕ) :=
∫
G

∇u · ∇ϕ Dann gilt: −∆ : H̊1(G )→ H−1(G )
u → (−∆u)(·)

Beweis: Sei u, ϕ ∈ H̊1(G ), dann:

|(−∆u)(ϕ)| ≤
∫
G

|∇u||∇ϕ| ≤ ‖∇u‖L2(G)‖∇ϕ‖L2(G)

Def
≤ ‖∇u‖L2(G)‖ϕ‖H1(G)

‖ −∆u‖H−1(G)
Def
= sup

ϕ∈H̊1(G)\{0}

|(−∆u)(ϕ)|
‖ϕ‖H1(G)

≤ ‖u‖H1(G)

⇒ Beschränktheit
Linearität von Gradient, Skalarprodukt und Integral

=⇒ Linearität

⇒ Stetigkeit und −∆u ∈ H−1(G ) (∀u ∈ H̊1(G )) �
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De�nition schwacher Lösungen der Poissongleichung

Seien f ∈ H−1(G ), g ∈ H1(G ). u ∈ H1(G ) heiÿt schwache Lösung des

Randwertproblems (RWP):

−∆u = f in G

u = g auf ∂G

⇔

∀ϕ ∈ H̊1(G ) :
∫
G

∇u · ∇ϕ = f (ϕ) und u − g ∈ H̊1(G )
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Vereinfachung: Fall g = 0

Satz 1: (Existenz und Eindeutigkeit für g = 0)

∀f ∈ H−1(G ) ∃! u ∈ H̊1(G ):

(−∆u)(ϕ) =

∫
G

∇u · ∇ϕ = f (ϕ)

∀ϕ ∈ H̊1(G ) i.e.: u schwache Lösung von (RWP) für g = 0.

Es gilt: (a priori Abschätzung für c unabhängig von u)

‖u‖H1(G) ≤ c‖f ‖H−1(G)
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Beweis (Existenz I: Übersicht)

Poincar é
=⇒ F : ∀v ∈ H̊1(G ) ∃c1, c2 Konstanten bzgl. v :

c1‖v‖H1(G) ≤ c2‖∇v‖L2(G) ≤ c2‖v‖H1(G)

Betrachte: ∀v ∈ H̊1(G )
I (v) :=

1

2

∫
G

|∇v |2 − f (v)

Imin := inf
v∈H̊1(G)

I (v)

Ziel : Zeige:
∗ Imin ist beschränkt

∗ I (vm)
m→∞−−−−→ Imin ⇒ vm Cauchyfolge

∗ ∃u ∈ H̊1(G ) : I (u) = Imin

∗ Minimierer von I ist Lösung des Problems (−∆u) = f
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Beweis (Existenz II: Beschränktheit)

- Abschätzung nach oben: 0 ∈ H̊1(G ) mit Imin ≤ I (0) <∞ (X)
- Abschätzung nach unten:

I (v) ≥ 1
2‖∇v‖

2
L2(G) − sup

v∈H̊1(G)\{0}
|f (v)| = 1

2‖∇v‖
2
L2(G) − ‖f ‖H−1(G)‖v‖H1(G)

Poincar é
≥ 1

2‖∇v‖
2
L2(G) − ‖f ‖H−1(G) · (c2‖∇v‖2L2(G) + ‖∇v‖2L2(G))

1
2

= 1
2‖∇v‖

2
L2(G) − 2(

√
1
2

√
1 + c2‖f ‖H−1(G)︸ ︷︷ ︸

a

·
√

1
2‖∇v‖L2(G)︸ ︷︷ ︸

b

)

≥ 1
2‖∇v‖

2
L2(G) −

1
2(1 + c2)‖f ‖2H−1(G)︸ ︷︷ ︸

a2

− 1
2‖∇v‖

2
L2(G)︸ ︷︷ ︸

b2

= −1+c2

2 ‖f ‖
2
H−1(G) > −∞ (X)⇒ Beschränktheit
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Beweis (Existenz III: ∃Minimierer (a))

De�nition als In�mum→ ∃(vm)m∈N, Minimalfolge

vm ∈ H̊1(G ) (∀m) : I (vm)
m→∞−−−−→ Imin

Zeige: ⇒ (vm)m∈N konvergente Folge in H̊1(G )∫
G

|∇(vk − vl)|2 =

∫
G

|∇(vk − vl)|2 +

∫
G

|∇(vk + vl)|2 −
∫
G

|∇(vk + vl)|2

= 2

∫
G

|∇vk |2 + 2

∫
G

|∇vl |2 − 4

∫
G

|∇( vk+vl
2 )|2

= 4I (vk) + 4f (vk) + 4I (vl) + 4f (vl)− 8I ( vk+vl
2 )− 8f ( vk+vl

2 )

f ∈H−1(G)
= 4(I (vk) + I (vl)− 2I ( vk+vl

2 ))
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Beweis (Existenz IV: ∃Minimierer (b))

vk+vl
2 ∈ H̊1(G )⇒ I ( vk+vl

2 ) ≥ Imin:

‖∇(vk − vl)‖2L2(G) =

∫
G

|∇(vk − vl)|2 = 4(I (vk) + I (vl)− 2I ( vk+vl
2 )

≤ 4(I (vk) + I (vl)− 2Imin)
k,l→∞−−−−→ 0

0 ≤ ‖vk − vl‖2L2(G)

Poncar é
≤ c2‖∇(vk − vl)‖2L2(G)

⇒ ‖vk − vl‖H1(G)
k,l→∞−−−−→ 0

⇒ (vm)m∈N Cauchyfolge Folge in H̊1(G )
H̊1(G ) vollständig → Konvergenz mit Grenzwert u ∈ H̊1(G )
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Beweis (Existenz V: Minimierer löst Problem)
Betrachte für ϕ ∈ H̊1(G ) beliebig:

∂

∂t
I (u + tϕ)

∣∣∣∣
t=0

=
∂

∂t

1

2

∫
G

|∇(u + tϕ)|2︸ ︷︷ ︸
|∇u|2+2t∇u·∇ϕ+t2|∇ϕ|2

− ∂

∂t
f (u + tϕ)︸ ︷︷ ︸
f (u)+tf (ϕ)

∣∣∣∣
t=0

=

∫
G

∇u · ∇ϕ + t

∫
G

|∇ϕ|2 − f (ϕ)

∣∣∣∣
t=0

=

∫
G

∇u · ∇ϕ − f (ϕ)
u Minimierer

= 0

⇔
∫
G

∇u · ∇ϕ = f (ϕ)

(ExistenzX)
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Beweis (Eindeutigkeit)

Seien u1, u2 ∈ H̊1(G ) Lösungen des Problems,

de�niere u := u1 − u2 dann ∀ϕ ∈ H̊1(G ):∫
G

∇u · ∇ϕ =

∫
G

∇u1 · ∇ϕ−
∫
G

∇u2 · ∇ϕ

= f (ϕ)− f (ϕ) = 0

Setze ϕ = u → ‖∇u‖L2(G) = 0
F→ ‖u‖H1(G) = 0 → u ≡ 0 → u1 = u2

(EindeutigkeitX)
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Beweis (a priori Abschätzung)

Annahme: u löse das Problem. Betrachte ϕ := u, oBdA u 6= 0 (sonst

Abschätzung klar)

‖u‖2H1(G)

F
≤ c‖∇u‖2L2(G)

u Lösung
= c · f (u)

⇔

‖u‖H1(G) ≤
c · f (u)

‖u‖H1(G)
≤ c · sup

v∈H̊1(G)\{0}

|f (v)|
‖v‖H1(G)

= c‖f ‖H−1(G)

(A priori AbschätzungX)
�
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Folgerung für g ∈ H̊1(G )

Satz 2: (allgemeiner Fall)

Seien g ∈ H̊1(G ), f ∈ H−1(G ) dann:

∃!u ∈ H̊1(G ) : u schwache Lösung des Randwertproblems gemäÿ

De�nition. Es gilt für eine Konstante C :

‖u‖H1(G) ≤ C (‖f ‖H−1(G) + ‖g‖H1(G))
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Beweis:
Betrachte: ũ := u − g , f̃ (ϕ) := f (ϕ)−

∫
G

∇g · ∇ϕ

→ f̃ ∈ H−1(G ) wegen f , (−∆g) ∈ H−1(G ) (nach Lemma)

Satz 1−−−−→ ∃!ũ ∈ H̊1(G ) :
∫
G

∇ũ · ∇ϕ = f̃ (ϕ) ∀ϕ ∈ H̊1(G )

→ u = ũ + g löst −∆u = f

Für ein C̃ (unabhängig von u, ũ):

‖u‖H1(G) ≤ ‖ũ‖H1(G) + ‖g‖H1(G)

Satz 1
≤ C̃‖f̃ ‖H−1(G) + ‖g‖H1(G)

≤ C̃ (‖f ‖H−1(G) + ‖ −∆g‖H−1(G)︸ ︷︷ ︸
≤‖g‖H1(G) (Lemma)

) + ‖g‖H1(G)

≤ C (‖f ‖H−1(G) + ‖g‖H1(G)) �
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Zusammenfassung

Satz 3:

−∆ : H̊1(G )→ H−1(G )

- linear, bijektiv und stetig

- für k bzgl. u unabhängig: k‖u‖H1(G) ≤ ‖ −∆u‖H−1(G) ≤ ‖u‖H1(G)

Beweis:

∗ Linearität (Linearität von Gradient, Skalarprodukt, Integral)

∗ Bijektivität (Existenz und Eindeutigkeit schwacher Lösungen)

∗ Abschätzung nach oben: ‖ −∆u‖H−1(G)

Lemma
≤ ‖∇u‖L2(G)

Def
≤ ‖u‖H1(G)

∗ Abschätzung nach unten:

‖ −∆u‖H−1(G)

Def
≥ (−∆u)(u)

‖u‖H1(G)
=
‖∇u‖2

L2(G)

‖u‖H1(G)

F
≥

k‖u‖2
H1(G)

‖u‖H1(G)
= k‖u‖H1(G)

∗ Stetigkeit (Beschränktheit und Linearität) �
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