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Wiederholung

oo
o 2 :={x=(Xp)nen | Xn ER Y |xn]? < 00}
n=1
o0
° (x,y) = lenyn x| == 1/ {x, x)
n—=
e /2 ist ein Hilbertraum

f
* Ifl) = sup )

X*:=BL(X,R)={f | f: X — R, linear, beschrénkt/stetig}
heiRt Dualraum von X.
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Rieszscher Darstellungssatz

Sei X ein Hilbertraum und f € X*. Dann existiert genau ein yr € X, so
dass gilt:

(i) ) =(yr,x)  Vxe€X

() M= Nlyell
Beweisskizze: Sei f € BL(X,R) und f # 0 (sonst wahle yf = 0). Dann gilt:
ker(f) C X = (ker(f))* 2 {0}, wahle xo € (ker(f))" beliebig.

Vi = |’|C)(<:“"gx0 = f(x) = (yr, x) Vx € span(ker(f), xo)

X = span(ker(f). ), denn: x = x = 50+ £00s0
0 0

€ ker(f) € span(xo)
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Schwache Konvergenz

Detinition: Eine Folge (x,), C X konvergiert schwach gegen x € X genau
dann, wenn
f(xn) =3 f(x) vfe X* Notation: x, — x

Sei X ein Hilbertraum, dann gilt nach dem Rieszschen Darstellungsatz fiir
(Xn)n € X und x € X:
n

Xp — x — ly,xn) =3 (y,x) Vy € X

Der schwache Grenzwert ist eindeutig.
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Schwacher Grenzwert

Beweis (fiir X Hilbertraum): Sei (x,), C X und x,y € X

w w
Annahme: x, — x und Xp —> Y
lim (z,x,) = lim (z, xp) ze X
n—o00 n—o00

& (z,x) = (z,y)
& (z,x—y)=0
Wiahle z=x—y e X = <x—y,x—y>=||X—YH2=0

=>X=Yy
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Beispiel

Sei xk = (x5)5 := (Sk.n)n (x¥) € £, denn ||xk|| =1 < 00 VkEN

kist beschrankt, aber konvergiert nicht in Norm und besitzt keine
konvergente Teilfolge

aber xK -5 0, denn:

lim (y,x*) = lim Z Vil 5 = ||m yk =0 Vy € b

k— o0 k—00 n—1
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Separabilitat

Definition: X heillt separabel, falls er eine abzahlbare, dichte Teilmenge
besitzt.

JA C X abzihlbar und A = X

=Vxe X I CA s.d. PUE S S
A:={x€l|INeNs.d x,=0Vn> N}
A C Uy, A ist abzdhlbar und A=/,

= {, ist separabel
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Beweis

Sei x € ¢ und (ak)k CA

x — ak||* = Z xn — a5|? = Z [ ?

Ve>03NeNsd Y |xp’<e Vk >N,

n=k
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Banach-Alaoglu

Definition:M C X heifit schwach folgenkompakt, falls jede Folge in M eine
schwach konvergente Teilfolge mit Grenzwert in M hat.

Satz von Banach-Alaoglu: M. := {x € {5 | ||x|| < ¢} C 5 ist schwach
folgenkompakt fiir alle ¢ € R.

Beweis: A:={x € ¢, | IN € Ns.d.x, =0 Vn > N}

Sei {a'}ien=A und (y*)x Cc M.
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Beweis(1/4)

[y*, @) < lly llllall < ella’]| < oo

({(yk,a'))x ist beschrankte Folge in R = fiir festes i hat ((y*, a'))x eine
konvergente Teilfolge.

Behauptung: Es existiert eine gemeinsame Teilfolge (m;) C N, sodass
((y™,a')); fiir alle i € N konvergiert.

Beweis: Cantor’s Diagonaltrick: El(k})j CN s.d.((ykfl, a')); konvergiert

E|(kj2)j C (kjl)j s.d. (<ykj2,32>)j konvergiert
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Beweis(2/4)

Banach-Alaoglu
0O000e00

(k') c (k) VneN
mj = kj = Die Teilfolge (m;); erfiillt die gewiinschte Eigenschaft.

fm; (x) == ({y™,x)) Vx € £2 und g(a) := lim £, (a) Va€ A

j—oo
o g ist linear: g(ava + 8b) = lim fy, (aa+ Bb) =

lergo(afmj(a) + Bfm; (b)) :jo—:goza) + Bg(b) a,be A, a,fE€R
e g ist beschrinkt: |g(a)| :jiTO\fmj(a)| < cl|al

=g cA*
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Beweis(3/4)

Setze g auf ¢ fort.
e G(a) :=g(a) Vac A

e G(x):= in_)moog(ak), wobei x € £, (a¥)x C A und a* i

G ist linear, beschrankt und ||G|| = | g||

Jdy € £ mit G(x) = (y, x) Vx €l

Es gilt: (y™, a) = (y,a) Vac A Zeige: y™ L5y
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Beweis(4/4)
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K= (llyll +sup [ly™I])/2 < oo
JeN

———
<c

Vx €l dacAsd. ||x—al < 5%

[y ™, x) =Gy, < Ky ™, 30— (™, a) |+ (™, 8) — {y a) [+ [y, &)y, )
< (Iyll + sup ly™l)l1x — all + 5 < e

JEN
=y AN y

= M. ist schwach Folgenkompakt
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