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¢? als Hilbertraum

e Definitionen

Der £2 ist die Menge der Folgen ay fiir die 3 |a|? < oo, mit k € N.
K
2 = {ay | X |ak|* < oo}
K

Das Skalarprodukt im ¢2 wird folgender MaRen definiert:
(a,b) = ;ak - by.

Mit diesem Skalarprodukt und der Vollstindigkeit von £2 kann man
zeigen, dass /2 ein Hilbertraum ist.
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¢? als Hilbertraum

o Skalarprodukt:

(i) Bilinearitat
(aa+ Bb, c) = afa, c) + B(b,c)
(a,ab + fc) = afa, b) + 5(a, c)
mit a,b,c € > und a, B € R

(i) Symmetrie
(a, b) = (b, a) fiir a, b € (2

(iii) positiv definit
(a,a) > 0 fiir alle a € £2 und
(a,a) = 0 genau dann, wenn a = 0.
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¢? als Hilbertraum

o Vollstandigkeit:
jede Cauchyfolge muss in ¢2 einen Grenzwert besitzen:
wihle a; € £2, wobei a; Cauchyfolge ist.
fir (ajk — a,-k) gilt (ajk — a,-k) —0 ﬂirj —
= jedes aj, ist Cauchyfolge, da abschitzbar gegen > ajy
1
= ajx — ax Va; € /2 und i — o0, da ax € R und R vollstindig ist.

Weil ay in £? ist liegt auch der Grenzwert in /2.
= Vollstandigkeit

— (2 ist Hilbertraum [OJ
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Der Dualraum des ¢2

e Definition Dualraum
Zum Vektorraum ¢? iiber R bezeichnet
(£2)* den zu ¢? gehérigen Dualraum,
d.h. die Menge aller linearen Funktionen von ¢2 nach R.

Somit gilt fiir ein Element aus dem Dualraum:
@ 02 = R; b (a,b) fiir ein a € (2
= € (£?)* = Ja € £2 ,so0 dass (b)) = (a, b) ist.
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Der Dualraum des ¢2

Es existiert eine lineare Abbildung ¢ : 2 — R, fiir die gilt:
@ : 0?2 > R; b (a,b) linear

e zeige  ist beschrankt

Es gilt:
Cauchy— Ungleichung
o(b)| = |(a, b)| = < lallez - [ ]l 2
= da a € /2 fest und b € (2 gilt ||b]2 <
= o(b) ist beschrankt.

e Fithre sup |p(b)| < oo ein.
l[bll 2 <1
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Der Dualraum des ¢2

Beweis fiir den Reisz'schen Darstellungssatz:
« Wahle &(a) = 1lall2, — ¢(a)
Definiere §.P(b) = tli_%éﬁ(b +tc), Ve e £t € {0,1}
6cB(b) = lim {B(b) + Fl|c|f + (b, ) — t- p(c)}
Es gilt #(b) < §.2(b) und b I6st:

(a) b€ £2: (b,c) = p(c) Vc € £2
(b) b€ ?:P(b) = r’glzr; P(a),

da (b) dquivalent ist zu
be (?: Lc||Z + (b,c) — p(c) > 0, Vc € 2Vt € {0,1}
und da mit ¢ € /2 auch —c € ¢? folgt Gleichheit.
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Der Dualraum des ¢2

e Existenz des Minimums:
@ ist nach unten beschrankt:

o(a) > 3lallz = el - llalle = 5(llallez - llolle-)?

= 3 eine Minimalfolge (by)xen in £? mit
lim &(by) = inf &(a) > —c0
k—o00 acl?
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Der Dualraum des ¢2

e Existenz des Minimums:
Die Parallelungleichung liefert:
1bm — ball72 = 2|[bm|[7 + 2/[ballZ — [lbm + ball7 =
4‘45(bm)+4‘95(b,,)—8@((bm+bn)‘%) < 4-&(by,)+4-P(b,)—8: inf P(a)

acl?
fiir m, n — oo gilt:

Iim ||bm — b,,H?2 <0 = b, ist Cauchyfolge

m,n— 00

da £? vollstandig, existiert b := lim b,
n—oo

aus der Stetigkeit von @ folgt ¢(b,) = inf2 &(a)
acy
= Existenz
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Der Dualraum des ¢2

e Eindeutigkeit:
wihle b € £2 als weitere Losung
= b — b erfiillt die Gleichung (b— b,c) =0 Vc € (2
wihle c=b—b = ||by — by|% =0, also b= b.
= Eindeutigkeit
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Der Dualraum des ¢2

e Noch zu zeigen ||bl|2 = ||| 2=
Die Cauchy-Ungleichung liefert: (b, a)| < ||a||s2 - ||b||¢2
mit a := b gilt auch: sup [(b,a)| > ||b||%

0#£ac/?
) b7
= Jplle- = sup (52 = sup (5L = ||blle
0#£acl? 0#£ac/?
= (2 =% 0
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Das Fatou-Lemma fiir den /2

Das Fatou-Lemma:
Sei ay € £? mit Punkten in R.
Gilt ay Vs a punktweise, d.h. aj ~ g fiir alle k € N

konvergiert monoton

dann ist:
S liminf ag < liminf " aj
k |—o0 [—o0 k

> ak <liminf ) ay.
k |—00 k
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Das Fatou-Lemma fiir den 2

Beweis des Fatou-Lemmas:

Wahle b := inf a, mit m < /.
Dann gilt b, 7 liminf a; punktweise
|—00

h Sat. Levi . a1
e e lim > bmk = > liminf ay
m—00 “p Kk =00

und es gilt

lim > bk < liminf > ay
k I—oo "

m—>00

= > liminf ay <liminf )" aj
k |—00 |—00 k
= Beh. [
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