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Ubersicht

Dirichlet-Problem zur Poissongleichung

e starkes Problem
— Satz von Riesz: eindeutige schwache Lsung

e allgemeineres Problem
— Satz von Lax-Milgram: eindeutige schwache Ldsung
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Laplace-Operator A
Sei u eine zweimal differnzierbare, reellwertige Funktion.
1u
Au=div(Au)=div( @ )= 1 ,0i(diu)
Opu

Dirichlet-Problem zur Poisson-Gleichung
(starke Version) _
Q € R offen, beschrinkt, geniigend glatter Rand, f € Go(Q)

Au=f auf Q
u=20 auf 09
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Losung des starken Problems
Gesucht ist eine Lésung u € C2(Q) N C%(Q).

Bedingung fiir schwache Lésung (mit Divergenzsatz von GauR):

/Aun dx:/ Vun dx—/Vu-Vn dx vn € C§°(Q)
Q o2 Q

= /Vu~V77dx:—/fndx vn € C§°(Q)
Q Q
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Losung des starken Problems

Betrachte dazu den Hilbertraum Wé’z(Q) der Funktionen v : Q — R mit:
e u=0 auf 9Q
e u besitzt verallgemeinerte Ableitung Vu € L?(Q,R)
c M@ @) (G =WR(O)

(u, V>W3,2 = [q Vu - Vw dx definiert Skalarprodukt auf W&’Z(Q)
Also folgt fiir ein T € Wé’Z(Q)*;

T = (u,n)ype = — /Q fn dx Ve Wy (Q)
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Satz von Riesz
Suche also fiir T € W&’z(Q)* ein u € Wé’z, sodass gilt: T = (u,-)

Darstellungssatz von Riesz:
(H,(-,-)) Hilbertraum, T € H*
= JweH:(u-)=TaufH, |lu| =T

Also existiert eine eindeutige schwache Lésung fiir das Problem

Au=f auf Q
u=0 auf 0Q
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Verallgemeinerung des Anfangsproblems

Q, f, u wie zuvor;

div(AVu) = f auf Q
u=0 auf 09,

wobei A : Q — R% eine elliptische Funktion ist:
Vze H:zTA(x)z > c|z|* und |A(X)|, < ¢
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Bilinearform

Dann definiert
B(v,w) = / A(Vv,Vw) dx
Q

eine Bilinearform auf Wé’z(Q) und es gilt:

Y x,y € Wy (Q):
1B(x,y)| < Mllx||llyl| und B(x,x) > m]|x|?
fur Konstanten 0 < m < M < oo
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Analogie zur starken Version

Analog zum vorherigen Problem:
/ A(Vu, V) d / fdx  WneW(Q)

oder anders:

Tn:=B(un)  YneWw,*(Q),
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Darstellungssatz von Lax-Milgram

(H, {(-,-)) Hilbert-Raum, 3 € B(H).
Dann gilt:

VT e H* Jiue H: f(u,-)=T auf H

Beweis:
Zu zeigen:

VT e H* Jiue H:
T= <W7 > = <Su7 > :,B(U,')
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Schritt 1

B(x,-) € H* stetig = mit Riesz: Jiux € H: f(x,-) = (ux, ).

S:H — H,x — uy bijektiv:
e S injektiv:
ISXIIX| = (Sx,x) = (ux, x) = B(x,x) = m* ||x]|*
= [[Sx[| = ml[x|| = ker(S) = {0}
e S surjektiv benotigt:
» S linear

» S stetig

[Sx[| = 180x; )l = supyes 16(x; ¥)| < M||x|
= [|S]loe <00
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Schritt 2
S surjektiv:

e S(H) abgeschlossener Unterraum:
Sxn — Cauchy =>||xy — xm|| < 1]/Sx, — Sxm| — 0
S folgenstetig = Sx =y

e S(H)=H:
Annahme: S(H) C H.
= H=S(H)® S(H)* und 30 # y € S(H)*
= (Sx,y) =0 fiir alle x € H.

= 0=(Sy,y) = B(y,y) = m|y|]> >0
Widerspruch!
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Schritt 3

mit Satz von Riesz:
frT e H*3w e H: T = (w,-) und da S bijektiv: Jyu € H: Su= w.

= T =(w,) = (Su,-) = B(u,")

Fazit:
Auch fiir das allgemeine Problem

T = Bt m) = /Q A(Vu,Vn) d / fndx  Vpe W@

existiert eine eindeutige schwache Ldsung.
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