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1. Theorem

Sei L ein Differentialoperator mit Lu = — ) 0;(ajj(x)0;u), wobei gilt:
i

¢ Die Koeffizienten aj; sind messbare Funktionen
o > a;i(x)&& > A | € 2 Vx € Q,& € R” (Elliptizitat)
iJ

o > | aj(x) < A? (Beschrinktheit)
i

Ist u € WY2(B) harmonisch (Lu = 0), dann folgt u € C%%(B).
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2. Begriffserklarung

2.1. Die Harnacksche Ungleichung

Seien Q, € und Q" offene Mengen mit Q',Q” cC Q und Q" cC ' und u
eine auf Q' nicht negative Funktion mit Lu = 0.

Dann existiert eine Konstante ¢ = ¢(2/, Q") > 0, so dass gilt:

supu < cinfu
Q// Q/l

2.2. Holderstetigkeit
Eine auf D C R” definierte Funktion u: D — R™ heit holderstetig zum

Exponenten a0 (0 < o < 1) genau dann, wenn ein ¢ € Ry existiert, so
dass fiir x1, x> € D gilt:

| ulx1) —u(x) S c|x1—x |
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3. Vorbereitung fiir den Beweis

3.1. Definition: Oszillation

Fiir eine Funktion v : Q — R und einen in Q relativ kompakten Ball
B.(x) CC Q sei die Oszillation von u auf B,(x) definiert als

0scp,(x) U= sup | u(x1)— u(x) |
x1,%2€Br(x)

0scp, (x) gibt also groBtmdglichen Abstand zwischen zwei Funktionswerten
von u innerhalb des Balls B,(x) an.

— 05Cg,(x)U = sup u— inf u
B0 Br(x) B-(x)
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3.2. Lemma
Sei u: Q2 — R eine Funktion mit folgender Eigenschaft:

Vxo € Q23 r,c>0,a€(0,1), so dass Vx € B,(xp) und Vs < r gilt:
0SCp,(x) U < s

Dann ist u lokal holderstetig zum Exponenten a.
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Beweis:
Seien x1,x2 € Br(xp) beliebig, dann gilt:

X1, X0 € Bs(%(xl + x2)) mit s := % |x1—x |<r

Abschatzung:
‘ U(X]_) — U(XQ) ’S OSCBS(%(X]_-‘F)Q)) u S Csa = C(% ‘ X1 — X2 ’)a =

(%)ac ’ X1 — X2 ’aS (o ’ X1 — X2 |a

Insgesamt:
| u(x) —ulx) [< c|x —x |

— Holderstetigkeit
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4. Beweis Theorems

Fiir die Harnacksche Ungleichung muss gelten:

a) Lu=0
b) u > 0 — nicht zwingend gegeben
Umgehung:
Setze:
M(r) := sup u
Br(x)
m(r) := inf u
(r) D

— Statt u verwendet man nun (M(r)-u) und (u-m(r)).
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2. LM(r) = u) = = > 9(a;(x)0;(M(r) — u)) = 0

Llu—m(r)) =— Zaj(a,-j(x)é,-(u —m(r)))=0

— (M(r) — u) und (u— m(r)) erfiillen obige Bedingungen.
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Definiere nun drei offene Mengen Q, ©’;: und Q" mit Q', Q" cc Q und
Q"'cc .

Wahle
Q = By (x0)
Q' := B,(x)
Q" B:(x)

wobei x € B.(xg).
Es gilt Bz(x) CC Br(x) CC Bar(xo).

Somit kann die Harnacksche Ungleichung nun auf Bé (x) angewendet
werden.
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Mit der Harnackschen Ungleichung gilt:

L M(r) = m() = sup (M(r) —u) < ¢ jof (M(1) 0

By (x)

2. M(5)—m(r) = Bsru(|)3()(u —m(r)) < cBiLn(li)(u —m(r))

= c(m(z) — m(r))

Daniel Vanella Harnacksche Ungleichung impliziert Hdlderstetigkeit 10/13



Theorem Begriffsklarung Vorbereitung Beweis des Theorems
000 000000

Addition beider Ungleichungen mit anschlieBender Umformung:
M(5) — m(r) + M(r) — m(5) < cM(r) — cM(5) + cm(5) — cm(r)

M(g) 4= cM(g) = m(%) = cm(g) < cM(r) — M(r) — cm(r) + m(r)

sup u— inf u<<E(sup u— inf u
Br(x)  Bg(x) C“(Br() Ee) )

— 0SCBy (x) U < foscp, (x) u mit 6 = i_& <1
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Qs k
allgemein: oscg _, (x) U< 0% oscp, (x) u
Sei nun 0 < s < r und k € N, so dass gilt:

2—k—1 <

=~

<27k

Da 0 < 1, existiert ein &« > 0 mit d =2=¢

Abschatzung:
0SCp,(x) U = OSCp, £ (x) U < 0sCB, , (x) U < gk 0SCR, (x) U = e 0sCR, (x) U

= U 0SCR, (x) U = A 0SCR, (x) U < 0_1(%)“ 0SCp, (x) US®
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Insgesamt:

0SCR,(x) U < 9_1(%)0‘ 0SCp, (x) U™
Setze nun 9_1(%)0‘ 0SCR, (x) U = C
— 0SCp,(x) U < s

Bedingungen fiir obiges Lemma (3.2) sind damit erfiillt.
— Holderstetigkeit
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