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Fiir p < n soll
lullp» < C||Vullp,  mit C€R

fur alle v € WOLP(}R”) erfiillt sein.
Frage: Wie muss p* gewahlt sein?
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Fiir p < n soll
lullp < C||Vullp, mit C € R
fur alle v € WOLP(}R”) erfiillt sein.

Frage: Wie muss p* gewahlt sein?
Betrachte ug(x) = u(Rx). Dann gilt: (Vug)(x) = R(Vu)(Rx) und damit:

Pi* n ! n %
lullr = ([ 160017 6) ™ = R sl < R C ([ (FurP ()5 )

1
— RFtIiC </ Vu|p(Rx)dX>P = RZ 175 €|Vl

| . n _n _ % __ np
Folglich muss gelten: »tl-5=0 & p'=.=
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Sobolev Ungleichung

: -
Seil<p<n, px = et Q C R” offen.

Dann gilt fiir alle u € W,*(Q)

lullpe < ClIVullp0

Dabei ist die Konstante C € R nur von p, n und 2 abhingig.
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1.Schritt
Zeige die Behauptung fiir p = 1 und alle u € C}(Q).

Betrachte dazu fiir ein u seine Fortsetzung auf R”.
Dann gilt nach dem HDI fiir jedes i € {1,...,n}:

X Qu
u(X1, .oy Xy Xp) = —(x1,...,t,...xp)dt;
( 9 R4 K} I‘l) _OoaXi( 9 ) “iy n) 1

mit Hilfe der Dreiecksungleichung fiir Integrale folgt:

lu(x)] §/ |8X.(x1,...,t,-,...xn)|dt,- S/ \Vu(xi,...,t,

—00
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Also gilt:

1

<H</ |Vu(xi, ..., x ,...x,,)|dx,->n_:l

Integrieren nach x; auf beiden Seiten liefert:

[1uiEran < /1_1 </Wu(x)|dx,-)"il e
_ (/WU(X)ydxl)"l_l/i]j]z </|vu(x)|dx,->"1_l e

Lisa Steyer Satz von Sobolev 5/13



Beweis
[e]e) 00e0000 [o]e]

u
M
u
M

LMU

Unter Verwendung der verallgemeinerten Hélderungleichung:

n n
||les-urgﬂl||ﬁ||p,- falls L= 1, p € [1,00]
= =

gilt fiir den zweiten Faktor mit p; = n —1:

/I]-ﬂg (/ !Vu(x)’dx,)"l—l dx; < 111 <// VU(X)\dx,—dX1> =i
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Integration beider Seiten nach x; fiihrt dann mit erneuter Anwendung von
Holder zu:

//|u(x)|""1dx1dx2
g/(/yvu( )ydx1> 2(//\% \dx,dx1> "

< ( /] |Vu(x)|dxldX2>

2 1

(H///vu \dx,dxldx2> -
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Induktiv folgt mit Integration nach den verbleibenden n — 2 Variablen:

/n| nldx<H</ Vu(x |dx>"11
_ (/R |vu(x)|dx)""‘1

Jull = < |IVull;

Also gilt

Damit gilt die gewiinschte Ungleichung fiir p = 1 und Funktionen aus C}.
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2. Schritt

Zeige die Behauptung fiir ein beliebiges 1 < p < n.

Betrachte dazu fiir eine beliebige Funktion v € C} die Funktion |u|”
,y_p(n 1) _ (n 1)>1

|u|” ist dann auch in C! und es gilt:

< / <ru(x>mn"1dx>";1 < [191uCaPiox
o [orwueas < ([l FEa) el

und folglich mit (7 1)p = p*:

, mit

[ullp <AV ullp
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3. Schritt
Zeige die Ungleichung fiir alle v € Wol’p(Q) mittels Dichtheit.

Es ist C(Q) = WaP(Q) beziiglich der Norm || - [w1p(q)- Das heilit es
gibt eine Folge (uy)x C C°(Q) die gegen u in W2 P(Q) konvergiert.
Dann gilt u; — ux € CX(Q) Vi, k € N, also nach Schritt 2:

k,i—o00

o+ < Cl|Vug —Vuj||lp ——0

|uk — u;

also ist (uy)x Cauchy-Folge in LP"(Q).
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3. Schritt
Zeige die Ungleichung fiir alle v € Wol’p(Q) mittels Dichtheit.

Es ist C(Q) = WaP(Q) beziiglich der Norm || - [w1p(q)- Das heilit es
gibt eine Folge (uy)x C C°(Q) die gegen u in W2 P(Q) konvergiert.
Dann gilt u; — ux € CX(Q) Vi, k € N, also nach Schritt 2:

k,i—o00

———0

pr = Cl|Vuy — vUi||/a

|uk — u;

also ist (uy)x Cauchy-Folge in LP"(Q).

: : [lllp :
Wegen uy M u, gilt auch uy —2 u und damit:

llullp = klim lukllpx < C lim ||[Vugllp = C||Vullp
—00 k—o00

Lisa Steyer Satz von Sobolev 10/13



LMU

Ungleichung fiir p>n
(e]e] 0000000 e0

Ungleichung fiir p>n

Sei p > n, 2 C R" offen und || < oo.
Dann gibt ein C € R sodass fiir alle u € W, P(Q) gilt:
u ist stetig und erfillt die Ungleichung

sgl)ltfl < C[[Vullp

Beachte:

e u ist eine Aquivalenzklasse, das heift v ist stetig nach Abinderung auf
einer Nullmenge.

e C hangt nur von n, p und Q ab.
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Beweisskizze

1. Zeige die Ungleichung fiir Funktionen u € C}(Q)

2. Nutze das C1(Q) dicht in W, P(Q) liegt.
Das heillt, fiir jedes u € Wol’p(Q) gibt es eine Folge (uy)x die
beziiglich der Sobolev-Norm gegen u konvergiert. Dann gilt:

i,k—00

s;sz lug — ui| < ||Vug —Vuil[p ——0

Also ist (ug)x Cauchyfolge in L, also konvergent.
Folglich ist die Grenzfunktion stetig und gleich u. Es gilt:

ulloo,e = lim Jluklloo,@ < lim [[Vullp = [[Vullp
k—00 k—00
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Korollar(Einbettungssatz von Sobolev)

Sei Q C R” offen. Dann gilt:

a) falls1 < p<n, p* = n”_pp

*

W, P(Q) < LPT(Q)
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Korollar(Einbettungssatz von Sobolev)

Sei Q C R” offen. Dann gilt:

a) falls1 < p<n, p* = n”_pp

*

W, P(Q) = LP7(Q)

b) falls p > n, |Q] < o0

Wy P(Q) — C(Q)
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