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Numerik — Blatt 8

Abgabe: Mittwoch, den 16. Dezember, vor der Vorlesung

Aufgabe 1: Intervall-, Sekanten- und Newtonverfahren 3 Punkte

Wir betrachten die Funktion f(z) = sin(z). Man Berechne die Nullstelle
z =7 bis zu einem Fehler kleiner 10~*

(a) mit der Intervallschachtelung, Startintervall [2, 4]

(b) mit dem Sekantenverfahren, Startwerte xq = 2, 7 = 4

_ S=a)
f(@n)

(¢) mit dem Newtonverfahren, x,,1 = =, mit zg = 4

Aufgabe 2: Newton-Verfahren 7 Punkte

Die Excel-Datei ,,Eigenwertproblem mit Newton-Verfahren 16sen® berechnet
numerisch N#éherungen der Eigenwerte (EW1, EW2, EW3) der dort gegebe-
nen Matrix A. Dies geschieht, indem sich den Nullstellen des zugehorigen cha-
rakteristischen Polynoms mit Hilfe des Newton-Verfahrens angendhert wird.
Die Newton-Iteration wird fiir die Startwerte (Xy) 2o = 1.0,1.1,...,7.9,8.0
durchgefiihrt, wobei einige uninteressantere Spalten ,,ausgeblendet® wurden
(Beispielsweise werden die Spalten zwischen Spalte F und N erneut sicht-
bar, wenn Sie auf den etwas dickeren kleinen Strich zwischen ,F“ und ,N*
doppelklicken).

(a) Welche Bereiche der komplexen Zahlenebene wiirden Sie je als Bereich
moglicher Startwerte fiir die Eigenwerte EW1, EW2 und EW3 wéhlen,
wenn Sie den Satz von Gersch-Gorin und die Erkenntnis, dass A positiv
definit ist, beriicksichtigen?

(b) Zu den Startwerten zo = 2.4,3.0,3.7 wurde die jeweilige fettgedruck-
te Folge der Iterationswerte xg, x1, T2, ... genauer untersucht. In einem
Diagramm wurde dem jeweiligen Iterationsschritt der negative loga-
rithmierte Fehlerbetrag zwischen Grenzwert und zugehorigem Iterati-
onswert (-LOG(ABS(EW - X;))) zugeordnet. Wie ist der Wert von
-LOG(ABS(EW - X;)) zu interpretieren (in der Formel wird der 10er
Logarithmus verwendet)? Um welchen Faktor vergrofert sich der Wert
gegen Ende der Iteration hin zu EW1 bzw. EW3 pro Iterationsschritt
in etwa? Erldutern Sie diesen Faktor.

Hinweis: Werfen Sie ein Auge auf die Anzahl korrekter Stellen nach den
jeweiligen Iterationsschritten bzw. stellen Sie sich die Frage, an welche
Funktion die Diagramme erinnern.

(c) Die Iterationen mit EW2 als Grenzwert bendtigen im Schnitt weniger
Schritte als die, welche zu EW1 bzw. EW3 fithren. Welche Besonderheit
zeichnet die Nullstelle EW2 aus?



(d) Sie sollen die Auswertungen in der Datei dazu benutzen, die Grofie der
Einzugsbereiche der Nullstellen nach oben hin abzuschétzen. Beispiels-
weise konnen die rot unterlegten Startwerte zu keinem Einzugsbereich
gehoren, weil beispielsweise xy = 3.5 (rot) auf EW1 (etwa 1.7) fiihrt,
aber zo = 3.1 (rot) auf EW3 (etwa 8, 3) fithrt. Schitzen Sie die Einzugs-
bereiche noch genauer ab, indem Sie das ,,Vorhandensein-Miissen“ der
quadratischen Konvergenz in diesen, beriicksichtigen. Sie kénnen die
Datei natiirlich abdndern bzw. erweitern, um die quadratische Konver-
genz einfacher ersichtlich zu machen.

(e) In der Datei ,Eigenwertproblem mit Newton-Verfahren lsen - mit
Déampfung” wurde eine sehr einfache Dampfung implementiert. In den
ersten beiden Iterationsschritten wird mit dem Faktor 272 - und in den
beiden darauffolgendenden mit Faktor 27! geddmpft. Erliutern Sie,
welcher Vor- und Nachteil sich durch diese Démpfungsstrategie in der
Datei scheinbar ergeben.

(f) Fiir den Startwert xyp = 3.1 konvergiert das Verfahren noch immer nicht
gegen die ,richtige” Nullstelle. Variieren Sie den Dampfungsfaktor 27",
n € N in jedem Iterationsschritt per Hand gerade so, dass die Folge
moglichst schnell gegen EW1 oder EW2 konvergiert.

Aufgabe 3: Singulidrwertzerlegung berechnen 5 Punkte

Bestimmen Sie eine Singulédrwertzerlegung der Matrix
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Aufgabe 4: Minimierungseigenschaft der Pseudoinversen 5 Punkte

Sei A = UDVT eine Singulirwertzerlegung.
(a) Zeigen Sie, dass AATA = A und ATAAT = AT,
(b) Geben Sie den Wert von || A||, iiber die Singuldrwerte von A an.

Hinweis: Sie diirfen bei dieser Aufgabe verwenden, dass auch fiir A € R"™*"

|A]l, := v/max{\ ist Eigenwert von ATA} = /p(AT A).



