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Numerik — Blatt 2
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Aufgabe 1: 4 Punkte

Es sei A ∈ Rn×n positiv definit und symmetrisch. Zeigen sie, dass dann

λmin = inf
x 6=0

〈Ax, x〉
‖x‖22

≤ sup
x6=0

〈Ax, x〉
‖x‖22

= λmax,

wobei λmin und λmax den kleinsten bzw. größten Eigenwert von A bezeichnet.
Hinweis: Jede symmetrische Matrix A ist orthogonal diagonalisierbar, d.h. es
existiert also eine Diagonalmatrix von Eigenwerten D und eine orthogonale
Matrix Q, so dass A = QTDQ.

Aufgabe 2: 6 Punkte

Wir betrachten die n× n-Matrix:

L :=


1 −1 · · · 0
0 1 −1 · · · 0
...

. . . . . .
...

0 · · · 0 1 −1
0 · · · 0 1

 .

(a) Zeigen Sie, dass 1 ≤ ‖L‖2 ≤ 2.

(b) Berechnen sie L−1.

(c) Zeigen Sie, dass es Konstanten c, C > 0 gibt mit c n ≤ ‖L−1‖2 ≤ C n.

Aufgabe 3: 6 Punkte

Es sei A = LLT . Zeigen Sie (mit Hilfe der Aufgabe 2), dass

(a) ‖A−1‖2 ≤ cn2,

(b) cond2(A) ≤ cn2, wobei cond2(A) := ‖A‖2‖A−1‖2,

(c) es gibt c ≥ c′ > 0, so dass für alle x 6= 0

c′

n2
≤ 〈Ax, x〉
‖x‖22

≤ c.

(Bemerkung: Vergleichen Sie die Matrix mit der aus Aufgabe 3 Blatt 1.)

Aufgabe 4: 4 Punkte

Sei n ∈ N und seien A,B ∈ Rn×n. Zeigen Sie, dass

‖AB‖Frob. ≤ ‖A‖Frob.‖B‖Frob.


