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Kapitel 1

Einfihrung

Ein Hauptziel der Numerik ist die Simulation von komplexen Naturvorgdngen auf Computern. Da-
durch werden kostspielige Experimente wie beispielsweise Windkanalversuche oder Feuchtigkeitstests
von Betonkonstruktionen durch giinstige, beliebig wiederholbare ersetzt. Auch das Wetter wird auf
ahnliche Weise voraus berechnet. Die verwendeten Verfahren beruhen auf einfachen Bausteinen (z.B.
Integralberechnungen, Losen linearer Gleichungssysteme, Berechnung von Nullstellen), die meist schon
aus der Vor-Computer-Zeit kommen. Ziel dieses Skripts und dieser Vorlesung ist es, diese Baustei-
ne vorzustellen. Vorallem aber gehort zur numerischen Losung eines Problems unbedingt auch eine
Analyse des Fehlers - hierbei unterscheiden wir die folgenden Fehlerarten:

o Modellfehler

— Idealisierungsfehler: Zur Beschreibung des Problems wird ein mathematisches Modell gebil-
det. Oft miissen Vereinfachungen - etwa Linearisierungen - vorgenommen werden.

— Datenfehler: Die Daten des mathematischen Modells sind oft nur ungenau bekannt. Das
betrifft z.B. Koeffizienten oder Materialeigenschaften.

e Numerische Fehler

— Diskretisierungsfehler: Kontinuierliche Prozesse werden durch endliche Prozesse ersetzt. Ein
Beispiel hierfiir sind die Treppenfunktionen beim Integral.

— Abbruchfehler: Unendliche Algorithmen (z.B. Limesbildung) werden nach endlich vielen
Schritten abgebrochen.

— Rundungsfehler: Computer haben einen endlichen Zahlenbereich (etwa % ~ 0.3333)

Dies soll an einem Beispiel demonstriert werden: Ein Stahlsteil der Lénge L = 1 héngt an zwei Masten.
Es soll die Auslenkung des Seils unter einer Last (Schwerkraft, Trapezkiinstler) berechnet werden.

|Graphik-1: Stahlseil|
Die Auslenkung sei hierbei y(z). Im physikalischen Modell gibt es zwei Energien:
(a) die potentielle Energie.
(b) die Spannungsenergie.

Zu (a): Die Belastung bei x sei f (z). Damit ist die potentielle Energie Epp = — fol f(z)y(z) de.
Zu (b): Nach dem Hookeschen Gesetz (lineare Elastizitdt) gilt: Spannungsenergie < Langenénde-

rung. Die Anderung betrigt dann Ax - (\/1 + 1y (x) |2 — 1). Es folgt mit einer Materialkonstanten

C:

, ! ! ly' (=) 2
Spannungsenergie = ¢ - VI+|y ()] —1de = dx
0 o VI+]y(z)]*+1
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Fiir kleine Auslenkungen (Jy| << 1) gilt

ly' ()

L,
x|y (T
V1I+|y ()P +1 2| (@)1

und mit der Taylorentwicklung, z = |y’ (z) [* V1 +2z — 1~ iz + ... Damit erhalten wir das mathe-
matische Modell:

1 1
J () :/0 o (@) de—/o y () f (z) dz — min!

Nun soll die Funktion y bestimmt werden. Hierzu niitzen wir die 1.Variation. Sei w € C§° ((0,00)).
Die 1. Variation berechnet sich zu

1 1
50 w) = T e w) o= [ ey @' @) do— [Cwi) f ) do=

1
- [ e @) = @) w @) da
Wir erhalten damit die Bedingung

auf (0, 1) mit den Randwerten y (0) = y (1) = 0. Zur Losung des Problems wird nun eine Diskretisierung
vorgenommen:

. . 1
tizl'h,lzo,"'7N+1,h:m <11)
fi= 1 () (1.2)
1
y' () = 75 (Y (ti1) = 2y (t) + y (ti1)) (1.3)
Dies fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem:

2 -1 0 0 f

el -1 2 =1 0 o0 mn !

h2 0o -1 2 =10 . = :

bzw. in Kurzform An = b. Dieses Gleichungssystem besitzt wegen det (A) # 0 eine eindeutige Losung.
Diese kann wegen Dn = Dn — An + b fiir

2 0 0
0o 0 2

ausgehend vom Startvektor 7n° € RY durch Iteration n*+1 = n¥ — D! [Ank — b] angenahert werden.
(Bemerkung: Id— D~ A ist Kontraktion.) Man kann zeigen, dass eta® — 7, k — oco. In der Praxis muss
die Iteration jedoch abgerochen werden und es treten zusétzlich Rundungsfehler auf. Damit haben wir:

e Diskretisierungsfehler: max; |n; — y (¢;) |

e Abbruchfehler: max; |77§k) — 1l
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e Rundungsfehler: max; |7;(*) — m(k)\

Zusammengefasst erhalten wir das folgende Diagramm:

’ Physikalisches Experiment ‘

4

’ (kont.) mathematisches Modell‘

4

’ (disk.) mathematisches Modell‘

4

’ Losungsverfahren ‘

4

4

’ Graphische Darstellung ‘

1.1 Fehleranalyse

1.1.1 Gleitkommazahlen und Rundungsfehler

Bei der Abbildung der reellen Zahlen R auf den endlichen Zahlbereich des Computers entstehen zwangs-
weise Fehler. Damit stellt sich die Frage: Wie bildet man reelle Zahlen ab?

Eine noramlisierte Gleitkommazahl zur Basis b € N, b > 2 (meist b = 2 oder b = 10) ist eine Zahl
der Form

x=+m-b*e

mit Mantisse m = m_1b~' +m_ob~2 +--- +m_,b~" und Exponent e = e,_10°"1 + - - - 4+ e1b' + eob?,
wobei m;, e; € {0,--- ,b— 1} ist. Fiir z # 0 ist die Darstellung durch m; # 0 eindeutig.

Aus technischen Griinden bietet sicha auf dem Rechner das Bindrsystem b = 2 an. Die in der
obigen Form darstellbaren Zahlen heifsen Maschinenzahlen. Sie bilden das numerische Gleitkommagitter
A (b,r,s). Da A(b,r,s) endlich ist, gibt es eine grofte und eine kleinste Zahl.

e (vom Betrag her) grofte Zahl: +(b—1) (b= +--- +b7") - pb-D)(b* 1 +40%)

e (vom Betrag her) kleinste Zahl: +b7! b= (=1 (65 4 410)

BEISPIEL: b = 10,7 = 4, Lichtgeschwindigkeit = 0.2998 - 109%.

IEEE-FORMAT: (double presicion, REAL 8 in Fortran) Zur Darstellung haben wir 64 Bit (=8
Byte) zur Verfligung. Als Basis wird b = 2 gewihlt. Fiir 2 # 0 beginnt die Darstellung wegen mq # 0
immer mit m; = 1. Daher muss man fiir m, kein Bit zur Darstellung opfern und man gewinnt ein Bit
Genauigkeit. Die Zahlen mit m = 11---1b und m = 00 - - - 00b haben eine Sonderrolle im IEEE Format
und dienen zur Darstellung von £0,+00 (NaN - Not a Number).
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1.1.2 Rundung

Bei der Darstellung von Maschinenzahlen soll so gerundet werden, dass

—d — min |z —
o= 1d(2) | = min |z — ]
wobei z — rd () die Rundungsabbildung ist. Bei IEEE (b = 2) ist das die natiirliche Rundung:

+ fall =
rd(iO,mh"-,m53m54'“)={< 0, ma...mss falls mgq = 0, >}

rd (z) = £0,m1...ms3 + 273 fallsmsy = 1
fir « € [Tnegmin, Tnegmaz] U {0} U [Zposmin, Tposmaz |- Bel der Rundung entsteht der maxmale Fehler

1
|z —rd (z)| < ib*” -b°

~——
letzte halbe Ziffer

Das ergibt den relativen Rundungsfehler

—rd /26" 1
i |r ‘(x)| < |/ e < ibl_’” = Maschinengenauigkeiteps
x m| -

Die arithmetischen Grundoperationen o € {+,—,-,/} werden durch Maschinenoperationen ersetzt:
® € {®,0,0,0}. Es gilt

z@y=rd(xoy)=(xoy)(l+e) mit|e|<e
Beachte, dass die Kommutativ- und Assoziativgesetze Im Allgemeinen nicht mehr gelten:

(Y ®z#£2d (yd2)

(z®Y)Oz#(x02)® (YO 2)
Insbesondere gilt

x @y = falls [y| < %eps

1.1.3 Ausloschung

Wir betrachten einfiihrend ein Beispiel fir b = 10 und » = 3: Fir x = 0.9995 und y = —0.9984 ist
x +y = 0.0011. Das Ergebnis sollte laso nach Rundung rd (x 4+ y) = 0.001 sein. Addieren wir jedoch
die gerundeten Werte rd () = 1.000 und rd (y) = —0.998 und runden anschliefend wieder, so erhalten
wir rd (z) @ rd (y) = rd (0.002) = 0.002 = 0.200 - 10~2. D.h. wir haben einen grofieren relativen Fehler
von 0%000121 ~ 1.81---, obwohl wir mit 4 Stellen Genauigkeit gerechnete haben. Insofern ist Vorsicht
geboten bei der Subtraktion dhnlich grofser Zahlen. Durch geschickte Algorithmen kann man dieses
Problem jedoch oft umgehen. Dies wollen wir am Beispiel der quadratischen Gleichung

2 +pr4+qg=0 (1.4)

demonstrieren. Die Nullstellen sind gegeben durch

2
p p

Tio=—==F4\/— —

1,2 9 1 q
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2
Konzentrieren wir uns auf den Fall p > 0 mit |¢| << Z-. Dann kommt es ndmlich bei z; zur Auslo-

JE P
4 2

Dadurch erhélt man fiir 1 mit dieser Formel nur eine kleine relative Genauigkeit. Die Formel macht
jedoch fiir xo keine Probleme. Aus dem Satz von Vieta folgt

schung, denn dann ist

Tr1r2 =4

Somit kénnen wir x; auch mittels der Bezichungen

p b
$2—2+ 1 9
9
xrK = —

Z2

berechnen. Diese Berechnung fiir x5 liefert deutlich bessere relative Fehler.

1.1.4 Kondition

Ein numerisches Problem heift gut konditioniert, wenn kleine Stréungen der Daten nur kleine Ande-
rungen der Ergebnisse zur Folge haben. (Beachte: Diese Definition wird meist auf den relativen Fehler
angewandt, da dieser in der Numerik eine besonders wichtige Rolle spielt.)

1.1.5 Rundungsfehler

Wir betrachten nun das lineare Gleichungssystem
1.2969 0.8648 \ (w1 | _ ( 0.86419999 (1.5)
0.2162 0.1441 y2 /  \ 0.14400001 ’
mit der Kurzschreibweise Ay = x. Die Losung ist gegeben durch
~(y1\ _ [ 0.86419999
Y=y )~ \ 0.14400001
Betrachten wir jedoch das gerundete Gleichungssystem Ay = 2 (wobei wir  auf 4 Stellen runden):

1.2969 0.8648 \ ([ @1 \ _ [ 0.8642 (1.6)
0.2161 0.1441 92 )\ 0.1440 ’

oy _( 2 >

Y2 —2
Wir bemerken, dass kleine Anderungen von x grofle Anderungen von y zur Folge haben. Berechnen
wir dies genauer, so erhalten wir

so ergibt sich die Losung

Ap— i o [ 0-00000001
- ~ \_ —0.00000001
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und

i 1.0089
Ay=9-y ( 1.5130 )

Dadurch ergeben sich die relativen Fehler

A A
|Aaz] ~1.1-10"% und 12y] ~ 0.56 (1.7)
|| |y

Der relative Fehler von z hat sich also beim Lésen des Gleichungssystems um den Faktor 5 - 107
verstiirkt. Folglich ist das Problem x + A~'x schlecht konditioniert. Die Konditionierung linearer
Gleichungssysteme werden wir spater noch genauer untersuchen.

1.1.6 Konditionszahlen

Zu gegebenen Daten z € R™ und Resultat y € R™ seien z + Az und y + Ay gestorte Daten. Dann
heifsen |Az und |Ay| (absolute) Fehler und %, % relative Fehler. Der relative Fehler ist in der
Anwendung meist wichtiger als der Fehler selbst: So ist beispielsweise ein Fehler von £50km klein bei
der Bestimmung des Abstands Mond-Erde, jedoch sehr grofs beim Abstand Augsburg-Miinchen. Seien
nun f: R™ — R" eine glatte Funktion und sei y = f (). Fiir ein gestortes Urbild x + Az definieren wir
das gestorte Ergebnis y + Ay = f (z + Axz). Wir wollen im Folgenden die Verdnderung des relativen

Fehlers komponentenweise untersuchen. Hierzu berechnen wir

Ay; = fi(w+ Az) — fi(x) =Y 0;fi (x) Awj + R (x,Ax) (1.8)
=1
mit f
|R; (z,Az) |
A — 0, |Az| =0 (1.9)

Es gilt sogar \R{ (z,Az)| € O(|Az|?), falls f € C? ist. Wir benutzen im Folgenden Landausche
Symbole:
g(t)=0(h(t)), t = 0falls |g(t)| < c-|h(t)|fiir ein ¢ > 0 und alle|t| < g (1.10)

g(t)=o0(h(t)),t—=0falls|g(t)| <c(t)|h(t)| mitc(t) > 0firt—0 (1.11)

Sei nun g € C2. Dann gilt fiir einen Wert 7 zwischen ¢ und ¢ 4+ At

(a0

gt+At)=g(t)+4 (t) At +g" (1) 5

Dies konnen wir umschreiben zu

Gt+A)=g(t)+g ()ALt +0 ((At)2>

und
t+ At)+g(t
At
Fiir unsere obige Funktion f ergibt sich damit fir¢=1,--- ,n:

Ay = 8ifi (x) Azj + O (|Azf) (1.12)
j=1
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Dies ergibt den relativen Fehler in der i-ten Komponente:

W=y (i) 2o (5F) o

j=1

|'|=ki;
Dabei ist der letzte Summand vernachléssigbar gegeniiber dem ersten Teil, falls |[Ax| = o (|y;|). Die k;;
heifsen (relative) Konditionszahlen von f im Punkt z. Mann nennt f (x) = y schlecht konditioniert, falls
ki; >> 1 und sonst gut konditioniert. Bei |k;;| < 1 sprechen wir von Fehlerddmpfung, bei |k;;| > 1 von
Fehlerverstirkung. BEISPIEL. (Summe) Wie wir schon gesehen haben, ist = @ y schlecht konditioniert,
da es zur Ausléschung kommen kann. BEISPIEL. (Produkt) Sei f (z1,2z2) = x1 - 2. Dann ist

O f (z1,22) = x2, Oof (x1,22) = 21

Dies ergibt fiir die relativen Konditionszahlen
T

b =0 @) Fr ey T
ki =0f (@) s oy =

Damit ist das Problem gut konditioniert.

Die relativen Konditionszahlen sind komponentenweise definiert. D.h. k;; héingt mit dem relativen
Fehler von y; beziiglich x; zusammen. Man kann alternativ auch vektoriell rechnen und den relativen
Fehler von dem gesamten Vektor y in Bezug auf den relativen Fehler von « analysieren. Dadurch erhélt

man A A A 9
M—(\ny- 2] >.|x‘+0< “”|> (1.14)

vl [f (@)|)  |x] [l

=k

Im Falle von f (x1,x2) = x122 ist dann

k p— | pu—
|z 22| 1T

] 2 2
x| - |z Xyt 59

sehr grofs fiir |x1] << |z2| und |z2| << |z1|. Dies fithrt zu falschen Einschétzungen. Dies ist z.B. auch

der Fall bei der Funktion
<.%'1 >H<100-x1 )
T2 T2

Vg = < 100 0), IVg| ~ 100, k = Vgl - |z| — ~ 100
0 1 |(100-:L’1,$2) ‘

Fiir die relativen Konditionszahlen haben wir jedoch ki1 = koo = 1 und ko = ko1 = 0. BEISPIEL.
(Division) Sei f (x1,22) = x1/z2. Dann ist

Wir rechnen

I

ki =01f (z) f(x)| =1
koo = |0af (2) ﬁ)' ~1

Aber wir wissen schon, dass f schlecht konditioniert ist fiir zo =~ 0. Wie kann das sein - mit anderen
Worten - wo ist der Widerspruch? Das Problem liegt im vernachléssigten Term,

@0 <|i}f||2>

der fiir zo ~ 0 eben nicht vernachléssigt werden kann.
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1.1.7 Stabilitat eines Verfahrens

Im Folgenden wollen wir zeigen, dass verschiedene Algorithmen zur Losung eines Problems sehr un-
terschiedliche Stabilitdtsverhalten haben. Dies wollen wir am Beispiel der quadratischen Gleichung
verdeutlichen. Betrachten wir hierzu

2 +pr4+qg=0 (1.15)

Durch neue Variablen konnen wir dies in die fiir uns einfachere Form
22— 2x+c=0
bringen. Dann sind die Lésungen gegeben durch

21 =b+ Vb2 —c, 10 =b\b2—c

Wir wollen im Folgenden speziell den Fall b >> ¢,b > 0 betrachten, denn in diesem Fall ist /b2 — c =~ b
und es wird bei x5 moglicherweise zur Ausléschung kommen.

e 1. Algorithmus. Wir setzen
y1=>=b-b

Y =Yy1 —¢C
Ys = VY2
1 =ys=b+ys3

Ty =ys =b—y3
Die ersten 4 Schritte sind stabil. Beim 5. Schritt ergibt sich allerdings folgendes Problem:

k l_|3y5y4|_‘_% _
" Oysys Ys
—VhZ — (b—\/b2—c> V2 —¢ 2“}‘2
= | | ~ >>1

b— \/b2—c|_‘ c |

e 2. Algorithmus. Wir benutzen in diesm Algorithmus, dass x1x9 = x und setzen

y1=>=b-b
Y2 =Yy1 —¢C
Ys = VY2

1 =ys=b+ys3

c
T2 = Y5 = —
Yq

0Ya Y3 Vb

= ket (3—4) = =
Ll =
Y5 Ya Y4
kret (4 — 5) = =|—. 2| =1
1 ( )= ’ay4y5’ \ y5!

Dieses Problem ist also gut konditioniert.
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1.1.8 Lineare Gleichungssysteme

Kommen wir nun zur Fehleranalyse des Problems Ay = z, d.h. A7z = y mit x € R™,y € R", A €
R™*" sowie A~1 € R™ " (falls invertierbar). Aus der linearen Algebra benétigen wir die folgenden
Begriffe:

o K-Vektorraum
e Norm

Hilbertraum

Skalarprodukt

Cauchy-Schwarz-Ungleichung (| (x,y)| < ||z| - |ly||)
e Eigenvektor
e Determinante
e charakteristisches Polynom
Die Eigenschaften einer Norm || - || auf einem K-Vektorraum V sind:
(N1) |lz[| = 0,
(N2) ||z =0<x=0
(N3) Vae K,z e V: |a-z| =|af - ||z]
(N4) Va,y € Ve lz 4yl <[] + [yl
BEISPIEL. Die folgenden Ausdriicke definieren Normen auf dem K.
() llzllz = v/(z, 2) = /320 [l
(b) [l = 225 [l
(©) [[@]loo = maxil, |zl
(@ flall = (i Jal) "
Ferner gilt ||z||, = ||#]/cc, p — co. Wir erinnern uns an die Norméquivalenz auf K":
Theorem 1.16

Auf K" sind alle Normen &quivalent. D.h. zu zwei Normen || - || und |||-||| gibt es Zahlen k, K > 0
mit
kllefl < fll=(ll < K]l (1.17)
Beweis : Es geniigt, die Aussage fiir [||-||| = ||-||,, zu zeigen. Sei nun ||-|| eine beliebige andere Norm und
ey, - ,e, eine Basis von K”. Dann gilt:

]l =

n
E Ti€q
i=1

n n
<D il - llesll < 2l - D llesll = Co 1]l
i=1 i=1
=Cy

Dasklért |||z|l|| < K ||z| . Die Identitét Id: (K™, ||z||..) = (K", [|-]|) ist stetig. Seinun S = {z € K™: ||z| =1}
die Einheitssphére bzgl. der ||-|| -Norm. Da S beschrénkt und abgeschlossen in (K", |||, ), ist S kom-
pakt in (K", ||-|.). Daher nimmt Id: (K", [|z| ) — (K", ||-[|) sein Minimum und Maximum auf S an.
Sei daher
k=min{|z||: z €S} (1.18)
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K =max{||z||: =€ S} (1.19)
Da ||-|| positiv definit ist, gilt 0 < a < b und damit

VeeS: k<o <K (1.20)
& Yz e K™\ {0} : k<H|;C||H<K

& Ve e K"\ {0}: k], <zl < ol
Da fiir 0 € K™ ohnehin ||0[| = [|0]| ., = 0 gilt, erhalten wir fiir alle z € K":

& VeeK": k), <] <zl (1.21)
]

Eine Norm induziert eine Topologie bzw. einen Konvergenzbegriff durch z,, — x genau dann, wenn
|xn, — z|| = 0,mn — oo. Die durch || - || erzeugte Konvergenz entspricht der komponentenweisen
Konvergenz. Folglich gilt dies nach dem Norméquivalenzsatz fiir jede Norm. Da K™*™ & K"’ gilt, kann
man analog Normen fiir Matrizen betrachten. Besonders wichtig sind Operatornormen und vertrdgliche
Normen.

Definition 1.22

Eine Norm |||-||| auf K™*™ heitf vertraglich mit || - || auf K", falls

Vo e K" A€ K™ || Ax|| < [I[A]] - ||z (1.23)
Sie heifst Matrixnorm, falls sie zusédtzlich submultiplikativ ist, d.h.

VA, B € K™": ||ABJ|| < |||A]l| - normmB (1.24)

BEMERKUNG: Eine Matrixnorm macht K"*"™ zu einer Banachalgebra. Die Abbildung (z,y) — (z,y) =
>oiy xy; definiert ein Skalarprodukt auf K", wobei 7; die komplex-konjugierte Zahl von y; ist. Fiir

eine Matrix A € K™ sei AT die transponierte Matrix und A" = A* die adjungierte Matrix. Es gilt
(Az,y) = (z, Ay)

Theorem 1.25

Sei || - || eine Norm auf K", so wird durch
Az
i = sup 12— s 4 (1.20
0 [zl jz<t
eine zu || - || vertrdgliche Matrixnorm auf Kn x n definiert. Diese heifit auch Operatornorm oder
auch induzierte Matrixnorm. Sie ist die kleinste vertragliche Norm.

BEISPIEL: Die Frobeniusnorm. Fir A, B € K"*" definiert
(A,B) =tr(B*A) (1.27)
ein Skalarprodukt auf K"*", wobei tr (B) = >\ ;| Bj; die Spur der Matrix B ist. Daher wird durch

1/2

I AllFron = V(A A) = Vir (A74) = | 3 Jay (1.25)
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eine Norm auf K" definiert. Damit ist |||/}, eine Hilbertraumnorm. Es gilt [|Az||2 < || Allwyopllz]l2,
d.h. || - |ppop ist vertrédglich mit || - [|o. Weiterhin gilt

IAB|Frob < 1AlFrobl Bl Frob

Damit ist || - ||y €ine mit || - |2 vertrégliche Matrixnorm. Beachte aber: || - |[gyo1, ist nicht die durch
|| - ||l2 induzierte Matrixnorm. BEMERKUNG: Fiir induzierte Matrixnormen gilt stets ||E,| = 1. Wegen
| Enllfrob = V7 ist || - [fyop keine induzierte Matrixnorm. Auch ﬁ” ‘[ frob kann dies nicht beheben,

da dann im Allgemeinen || AB|| < ||A]| - || B|| verletzt ist, z.B. durch die Matrix

1 00
000
000
Wir bestimmen nun die durch || - ||1,] - ||2, ] - [|cc induzierten Matrixnormen, welche wir ebenso mit
1 {2 - fl2, I+ lloo bezeichnen.
Theorem 1.29
Es gilt
n
A1 = 1%%)512:1 la;j| (maximale Spaltensumme) (1.30)
J:
n
|Alloo = 1?1?3}(71; |a;x| (maximale Zeilensumme) (1.31)
Beweis: Wir beschriinken uns auf den Fall || - ||o. der Fall || - ||; ist analog und wird in den Ubungen
n
behandelt. Sei also |||-]||, = max kz::l |aix|, so gilt

[Az]|oo = 1Y ajrtrlloo = max | > ajpzx| < max » _lai| - 2] = ANl - 2]l
% T 7%

Hieraus folgt schon ||Al|o < [||Alll,.- Es bleibt noch zu zeigen, dass ||Al/c > [[|A]]| .- Wir konnen ohne
Einschriinkung A # 0 annehmen. Dann gilt [||A]||, > 0. Sei nun jj so, dass [||A]||., = > r_, lajo.xl, d.h.
das Maximum wird bei jo angenommen. Sei nun zj = sgn (a;, k), S0 ist aj, x2x = |aj, k| und ||2]|e = 1.
Es folgt

[(A2)), 1= D oz = Y lajosl = lIAlll
k

2
Dies ergibt
[Azlloe = 1Al

Da ||z||oo = 1, folgt hieraus wie gewiinscht die Behauptung. |

Zu der von || - ||2 induzierten Matrixnorm kommen wir spéter. Da || - [ o} mit || - [|2 vertréglich ist,
wissen wir aber schon mal, dass

[A[l2 < [|Allgyol

Die Frobeniusnorm ist leicht zu berechnen, aber nur eine ungenaue obere Schranke fiir || A[|2.
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1.1.9 Eigenwerte und Skalarprodukt

Die Eigenwerte einer Matrix A sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms x 4 (\) = det (AI — A)
(bis auf Vorzeichen). Sei o (A) die Menge der Eigenwerte von A (das sog. Spektrum). Zu jedem Eigen-
wert A existieren Eigenvektoren w € K™\ {0} mit

Aw = \w
Sei nun || - || eine Norm auf K", so gilt
Al [Jwll = [[Aw]] = [[Aw]] < [|A]] - [|lwl]
Hieraus folgt |A| < ||A|| fir jeden Eigenwert A von A. Damit gilt

p(A) = max, A< [1A]
A€o

Der abgeschlossene Ball um Null in C mit Radius p (A) ist der kleinste in Null zentrierte Ball, der das
Spektrum o (A) enthélt. Aus diesem Grund heifit p (A) der Spektralradius von A.

Definition 1.32

Eine Matrix A € K™*™ heifit hermitesch oder selbstadjungiert, falls

A= A* (1.33)

Reelle, hermitesche Matrizen heifsen symmetrisch.

Theorem 1.34

Die von || - ||2 induzierte Matrixnorm heift Spektralnorm.

Theorem 1.35
Es gilt

JAll2 = Vmax {[A[: X € o (AA)} = \/p (A" A) (1.36)
Ist A hermitesch, so gilt sogar

JAllz = max{|Al: A€ o (4)} = p(4) (1.37)

Beweis: Sei A hermitesch. Wir wissen schon, dass p (A) < ||Al2. Es bleibt also zu zeigen, dass | A||2 < p(A).
Aus der linearen Algebra wissen wir, dass dann A nur reelle Eigenwerte besitzt. Ferner existiert ein
Orthonormalsystem aus Eigenvektoren w?,--- ,w” mit

Aw' = \w' und (w', w’) = dij

Wir zeigen nun || A||s = max; |\;|. Jedes & € K™ besitzt eine Darstellung
xr = Z aw'
i

Hieraus folgt

)2 = (z,x) Zoz,ozj w', w? Z|0¢,|2

|Az])3 = (Az, Az) > Nieikja; (w', w’ ZM o)?

4,J
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Damit erhalten wir die Abschéitzung
Azl < (max|Ail) ll2lla = p (4) 1]l

Damit haben wir gezeigt, dass ||A|l2 < p(A). Dies ergibt die Behauptung fiir hermitesche A. Kommen
wir nun zum allgemeinen Fall. Sei B € K"*" beliebig. Dann ist A = B*B hermitesch und positiv
semidefinit. Es gilt

IBI3 = sup |Bz|3 = sup (Bz, Bx) < sup (B*Bu,x)
Jell <1 Jell <1 Jell<1

< Sup IB*Ba|| - [lz]| < [B*B| = p(B*B)
z||<1

nach dem ersten Teil. Es gilt also | Bll2 < p(B*B). Sei nun w; ein Orthonormalsystem von A wie
oben zu Eigenwerten ;. Dann gilt

|Bw;3 = (Bw;, Bw;) = (B*Bwj, w;) = (Ajw;, w;) = Xjllwl3 = |A;] - [Jw; |3

Hierbei haben wir im letzten Schritt benutzt, dass die Eigenwerte nicht-negativ sind, da A positiv
semidefinit ist. Also gilt

IBI* = max|X;| = p (4) = p (B"B)
Dies liefert die fehlende Abschitzung || B||?> > \/p (B*B). [ ]

Definition 1.38
Eine Matrix A € K™*" heit positiv semidefinit, falls

Ve e K": (Az,z) >0 (1.39)

Sie heilst positiv definit, falls
Ve e K"\ {0} : (Az,z) >0 (1.40)

Theorem 1.41

Eine symmetrische Matrix A € K™ ist positiv semidefinit genau dann, wenn alle Eigenwerte
nicht-negativ sind. Fine symmetrische Matrix ist positiv definit genau dann, wenn alle Eigenwerte
positiv sind. In diesem Fall sind alle Diagonalemente positiv und das betragsméfig gréfite Element
liegt auf der Hauptdiagonalen.

Beweis: In der linearen Algebra. |

BEMERKUNG: Ist A € K™*" positiv semidefinit, so kann man analog zu dem vorherigen Lemma
zeigen, dass es unter allen betragsméfig grofsten Elementen von A eines auf der Hauptdiagonalen gibt.
Im Folgenden heift positiv (semi)definit immer positiv (semi)definit und hermitesch (symmetrisch).
Nun aber zuriick zur Fehleranalyse von Az = x bzwy = A~ 'z mit A € K"*” invertierbar.

Theorem 1.42
Sei B € K™*™ mit ||BJ| < 1, so ist I + B invertierbar und

(I+B)'=> (-1)FB* (1.43)
k>0

IZ+B)~| (1.44)

1
Si
1B



14 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

Beweis: Sei A =Y,.,(—1)" B¥. Wegen || (—1)" B¥|| < ||B||¥ konvergiert die Reihe in K™*™ absolut. Es
gilt -

K K+1
T . k pk - k pk _
71(15%0 > (-1)*B" + Eﬁ (-1)"B

= lim ((—1)K+1 BE+L 4 BO) =E,

K—oo

wobei (1) BE+L fiir K — co. Fiir ||A|| erhalten wir die Abschétzung:

(I +B)" \<ZHB||'“

||B||

Wir kommen nun zu einem Hauptresultat dieses Kapitels, dem Stdrungssatz:
Theorem 1.45

Sei A € K"™" regulir und ||5A|[|A7Y| = ”‘m‘”cond(zﬁl) < 1, so ist A+ §A regular und es gilt fiir

(A+0A) (y + dy) = = + dx die Abschéitzung

5 d(A 5 §A
[0yl < cond ( )”M” (II zl | !) (1.46)
lyll = 1 — cond (A) I =l (4l
mit cond (A) = ||A - |A~Y| > 1.
Beweis: Es gilt
JAT'SA| < |[AY - |6A <1= A+6A = A(E, + A"'6A) ist reguléir
= (A+64) = (B, +A7154) 7 A
Aus (A+6A) (y + dy) = x + 0z folgt dann
(A4 0A)0y = 6z — (8A)y = 0y = (A+6A)"" (0z — S Ay)
= [0yl < [ (A+64)7" | - |62 — (34) y]| <
<Lyl + oAl ) < — AL+ poap - gyl
1—[[A~[oA] 1= [[A=H] - l6 Al
[yl [ATY - 1A ( |6 |5A>
= < + <
lyll = L= A=Y - [A[ \ AL - [yl (Al
cond (A) <||517| n ||5A||>
~ 1 —cond (A) H‘—H [l 1A m

BEMERKUNG: cond (A) héngt von || - || ab.



1.1. FEHLERANALYSE 15

(a) Fiir || - [|oo gilt cond (A) = ||Al|oo|| A7 ||, Wobei ||Al|oo die maximale Zeilensumme von A ist.

(b) Fiir || - |2 und A hermitesch gilt

cond (A) = /)\\max (1.47)
Ist
[0Al
ond (4) ——— << 1
W
So ist

13yl <||5:cu ||5Ar|>
L2 < 2cond(A) | — + ——*
DUl 1A

Iyl —
mit Verstrakungsfaktor cond (4). Wir haben die folgende Regel: sei cond (A) ~ 10° und

[0z HM\) —k
Al B2 0) 2 107F, k> s
< Izl (Al

so gilt

-
Iyl

D.h. man verliert s Stellen Genauigkeit. Hierzu ein bereits besprochenes Beispiel:

s ( 1.2969 0.8648 > A =108 ( 0.1441 —0.8648

0.2161 0.1441 0.2161  12.969 >:>||A||oo:2-1617

|A7 |00 = 1.530 - 108 = cond (4) ~ 3.3 - 10°

Es gehen also schlimmstenfalls 8 Stellen verloren. Das Problem ist demnach sehr schlecht konditioniert.

BEMERKUNG: Die Abschétzung ist im Wesentlichen scharf. Sei hierzu A; der kleinste und A,, der
grofste Eigenwert. sei weiter wy, - -+ , wy, ein Orthonormalsystem von Eigenvektoren und §A = 0 sowie
T = wy, + ewi. Dann folgt

15z _ ellwall _

1
= =cund Ay =w,, = y=—w,
=l [lwall An

A (0y) = ewy, = dy = et
A1

6yl An _ [l0]] A

=¢c = —
Iyl Azl M

Iyl _
Iyl

16|

ond (A) izl
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Kapitel 2

Interpolation, Approximation und
Projektion

Die Ziele dieses Kapitels sind
e Rekonstruiere eine Funktion f, die nur an endlich vielen Stellen xg, ..., z, bekannt ist.
e Finde eine einfach auszuwertende Darstellung einer analytischen Funktion.
Hierbei niitzen wir die folgenden Funktionenklassen:
e Polynome P:
P=ay+---+apx"

e rationale Funktionen:

ao+ -+ apx™
bo + - - + by x™

e trigonometrische Polynome:
1 o0
500+ Z (ak cos(kz) + by sin(kz))
k=1
Wir benutzen dabei die folgende Terminologie:
e Interpolation: Fixiere Funktion durch Funktionswerte

o Approzimation: Minimiere Abstand zu g € P, z.B.

(a) max [f(z) —g(z)]

a<z<b

() [If —gll2
() max [f(zi) — g(ws)

i=0,...,n

2.1 Polynominterpolation
Wir definieren
Pn:{p(a:):ag—l—~-'—i—anx” s a; € R, i:(),...,n}

Das sind die Polynome vom Grad n.

17
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2.1.1 Die Lagrange-Interpolationsaufgabe

Wir wollen nun zu n + 1 verschiedenen Stiitzstellen (Knoten) xg,...,xz, € R und Knotenwerten
Yo, - - -, Yn € R ein Polynom p € P, mit p(x;) =y;, i = 1,...,n finden.
Theorem 2.1

Die Lagrange-Interpolationsaufgabe ist eindeutig IGsbar.

Beweis: Zur Eindeutigkeit: Es seien p,p € P,, mit p(z;) = p(x;) = y;. Dann gilt fir ¢ = p — p € P, fir
alle i = 0,...,n: ¢(z;) = 0. Damit hat g mindestens n + 1 Nullstellen. Mit dem Satz von Rolle ergibt
sich fiir die i-te Ableitung von ¢: ¢'Y hat n — i Nullstellen. Insbesondere hat dann aber auch ¢(™ eine
Nullstelle, also ¢(™) = 0. Zur Existenz: Fiir festes x, ..., x, ist die Abbildung A: R**! — R7+1,

(a07"~7an)'_>(y07"'ayn)

mit y; = ap + -+ + a, ] linear und wegen Eindeutigkeit injektiv. Somit ist A auch surjektiv und es
existiert eine Losung. [ |

2.1.2 Lagrangesche Basispolynome

Wir suchen nun Polynome, die an vorgegebenen Knoten z; den Wert 1 und sonst den Wert 0 haben.
Hierzu sei

n

T — T .
L} (x) = ‘ H %—l'jg €ePp,i=0,...,n
J=0,57#1
Dann gilt
L (z) = 0k

mit dem Kronecker-Delta d;;. Diese sog. Lagrangeschen Basispolynome sind also tatséchlich linear
unabhéngig.
2.1.3 Lagrangesche Darstellung

Das Polynom
n
p(x) =Y L} (x)
=0

erfillt p(zy) = yg fir alle £ = 0,...,n. Dennoch haben wir ein Problem: Nehmen wir einen Punkt
hinzu, so dndern sich alle Koeffizienten.
Die Léosung sind die Newtonschen Basispolynome:

i—1

No(x) =1, Ni(z) = [[ (= — ;)

J=0

Sie sind linear unabhéngig, da sie verschiedenen Grad haben. Wir machen den folgenden Ansatz:

p(r) =Y a;Ni(x)
=0

= Yo = p(wo) = ag
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= y1 = p(r1) = ap + a1(w1 — x0)

Yn = p(xpn) = ap+ a1(zx1 — z0) + -+ + an(zn — z0) - .. (T, — Tpt1)

Hierdurch lassen sich die a,, bestimmen. Besser (d.h. numerisch stabiler) sind allerdings die dividierten
Differenzen:

Theorem 2.2

Das Lagrangesche Interpolationspolynom ist gegeben durch
n
p(z) = Z ylro, ..., ) Ni(x)
i=1

mit den rekursiv definierten dividierten Differenzen

Ylwivt, - Yik] — ylzi, - i1
y[I’L] = Yi, y[ﬂfiw-w%’-s-k] - CRE el v =
Lit+k — Li
Beweis: Sei p; ;4 mit ¢ < k das Lagrangesche Interpolationspolynom zu (x;,y;), .. ., (k, yx). Damit gilt

also p = po,,. Wir machen nun eine Induktion nach k:
Induktionsanfang: k = 0: p; ; = y; = ylz:].
Induktionsschritt: (k — 1) — k:
Pii+k(%) = Pijith—1(2) + alz — i) ... (T — Tigp—1)
und

($ - $i)pi+1,i+k—1(1¢) - (x - il?z’)pz',k—l(l”)
LTitk — L5

pi,i+k(x) =

Bestimme nun a durch Koeffizientenvergleich des Monoms z"™:

Ptk (%) = ylTiprs - zippla® 4+ 0@ )
v
Piisk-1(r) = ylzi,. . zigk )"+ O
v
= g = Y[@iv1, - Y] — YlTis - Tigr—a] = ylzis .. Tisn]
Tit+k — T4 [ |
Folgerung 2.3
Fiir jede Permutation o € S, gilt:
y[x07 sy xn] = y[‘ro(O)a v 7':60'(71)]
Beweis: p ist unabhingig von o. Daher sind die Koeffizienten von 2™ unabhéngig. Es folgt: y[zo, ..., zn]

sind unabhéngig. |
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2.1.4 Interpolation von Funktionen

Gegeben seien f(x;),i =0,..., N mit xg,...,xy paarweise verschieden. Wir erhalten dazu das Inter-
polationspolynom
N
px) = flxo,....zi](z — o) ... (x — zi1) = Ni(x)
=0
wobei wir jetzt f[xo,...,z;] statt y[zo,...,z;] schreiben.

Theorem 2.4
Sei f € Cla,b], so gilt

f(x) —p(z) = flxo,...,zn,x] H(x —xj)
7=0
=Nn(z)

(zunéchst) mit x € [a,b] \ {zo,...,zn}.

Beweis: Die Polynome vom Grad n + 1

a(t) = f(z), B(t) = p(t) + flzo, ..., xn, x| Nu(t)

stimmen auf den N + 2 Stellen xq, ..., z,,x iiberein. Damit gilt « = 3, da p(t) + flxo, ..., Tn, 2] Ny (¢)

gleich f(z) bei t = x ist. |
Theorem 2.5
N Sei f € C"a,b] und = € [a,b] \ {z0,...,7n}, so gilt (zunéchst fiir paarweise verschiedene
XOy vy Ty T)
1 ty ln—1
f[a:o,...,xn,x]://... / Ftomo+ -+ tuin + (1 — o — - — ) 2)dt . .. db
00 0

Beweis : Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe und kann etwa mit vollstindiger Induktion gefiihrt werden. W

Die Formel aus Theorem 2.5 erlaubt es, f[zo, ..., Zn, 2] auch fir nicht paarweise verschiedene x, ..., T,
zu definieren. Insbesondere gilt

(k) (1
fxo,...,{E() = f k'( )
(k+1)-mal
Allgemein gilt
(k)
f[x(]v ,$k} = f k'(C)
fiir ein ¢ € conv({zo,...,zn}).
Die Formel

f(x) = p(CC) + f[x07 cee 7$na$]Nn(I) = Zf[x07 cee axz]Nz(x) + f[xO, .. .,xn,x]Nn(x)

bleibt aus Stetigkeitsgriinden korrekt.
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Folgerung 2.6
Sei f € C"a,b], so gilt

A (9)

=i Ny (x)

fiir ein ¢ € conv(xq, ..., Tn).

Beweis: Die Behauptung folgt sofort aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung und

1 tn tn—1

//--~0/1dtn-~-dto—(n_,1_1)! [ ]

0 0

Also gilt fiir den Interpolationsfehler auf [a, b]:
max |f0+D(¢)]

1
|f(z) —p(x)| < (n+ 1)! celuy)

Der erste Faktor auf der rechten Seite deutet auf eine gute Fehlerkontrolle hin, doch haben wir keine
Garantie, dass der zweite Faktor nicht zu groff wird. Hierzu ein
BEISPIEL: Sei

f(&) = 12 € C°(®)
Dann ist
, 2z
fi(z) = m

= [f"(@) = 2"l O(|z| ™)
fiir grofte x. Zwar kiirzt sich der Faktor n! bei der Abchétzung

[f(z) —p(z)] < max | £+ (Q)]

(n+ 1)! ¢elab
heraus, doch der Faktor 2" bleibt. Deshalb haben wir hier keine gleichméfige Konvergenz (am Rand
schlechter).

BEMERKUNG: Der Weierstrafische Approxzimationssatz besagt, dass jedes f € Cla,b] gleichméRig
durch Polynome approximiert werden kann. Die Vermutung, dass dies Lagrangesche Interpolationspo-
lynome sind, ist jedoch falsch.

BEISPIELE:

o f(z)=|z|, € [-1,1]. Hier bleibt der Fehler an den Réndern grok.

e exp(x),cos(z),sin(x) sind in Ordnung, da die Ableitung durch eine von n unabhéngige Konstante
K abgeschétzt werden kann:
MmO < K
Joax [[F(QN <

BEMERKUNG: Richardsonsche Extrapolation. Hier wollen wir einen Grenzwert a(h), h — 0 berechnen,
bei dem a(0) nicht direkt berechenbar ist, aber die Entwicklung

a(x) = ag+ »_ ! + ans1 (W)R" + O™
j=1

Sei dann p, das Interpolationspolynom fiir die Stiitzstellen p¥, ..., pF*™

Beweis)

mit p < 1. Dann gilt (ohne

a(0) = pa(0) = O(RF" D)
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2.1.5 Spline-Interpolation

Lagrangesche Interpolationspolynome sind insbesondere schlecht fiir nicht glatte Funktionen. Dies liegt
am geforderten C™°-Ubergang an den Knoten. Bei Splines fordert man weniger. Wir betrachten die
Vektorrdume

S ([a,]) = {p € C"([a, b)) : pl1, € Pulls)}

wobei wir wieder von den Stiitzstellen a = xo, ..., z, ausgehen mit I; = [z; — 10x;], ¢ = 1,...,n. Die
Funktionen sind also lokal Polynome vom Grad k und global r-mal stetig differenzierbar.
BEisPIEL: Kubischer Spline.

Definition 2.7

sn € S heifit kubischer Spline der Zerlegung a = o < -+ < x,, = b. falls s"(a) = §"(b) = 0, so
heifst s natiirlich.

Theorem 2.8

Zu (x;,y;) mit paarweise verschiedenen xy, . .., , existieren Splines s, mit

sp(xi) = yi

Unter zusétzlicher Vorgabe von s,,"(a), s,” (b) ist s, eindeutig.

Beweis: Die Abbildung

Koeff(s,) — (Yo, --,Yn)

ist linear. Wir zeigen nun, dass die Abbildung Koeff auch injektiv ist. Seien hierzu sSP, 553) Splines und

s = s — s Dann ist s € S}(lg,z) und s(z;) = y; sowie s”(a) = s”(b) = 0. Fiir w € C?[a,b] mit
w(z;) = 0 gilt:

Ti4+1

b
/s”w”dmzz : / s"w'dx =
a

K3 T

Tit1

Z(— / sWw'de + [s"w'|Z+) =

Ti4+1

> / sOw'dr) + [s"w'|ir =

K2 i

Ti41
Z( / sWwdz — [8(3)w]£:+1) =0
wobei der letzte Schritt analog zum Vorherigen durchgefiihrt wird. Sei nun w = s. Dann erhalten wir
b
/ |s"|2de = 0= s" =0

a

Somit ist s linear und da s an den Punkten a und b gleich 0 ist, folgt s = 0. Damit haben ist Koeff
injektiv und der Spline eindeutig. Ferner ist Koeff auch linear und eindlichdimensional, damit auch
surjektiv. Es folgt die Losbarkeit. |
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Theorem 2.9

Die interpolierenden natiirlichen Splines minimieren das Integral

T(f) = / () P
0

beziiglich f € C?[a,b], f(z;) = yi,i=0,...,n.

Beweis: Sei N = {w € C?la,b] : w(x;) =0,i=0,... ,n}. Dann gilt nach obigem Beweis:
b
/ s"w'dr =0

J(f) = T(sn + w) fiir einw € N

d.h.(67)(sn)(w) = 0. Somit folgt

b

— T(sn) +2 / S8 dw + T () > T (sn)

a

EXPLIZITE BERECHNUNG: Auf den Intervallen [z;, z;11] gilt

snlis 2 = Pi@) = al (@ — ) + ) (& — )2 + o) (@ — 2:)?

Wir erhalten somit
(a)

pi(x;) =y, pi(xic1) = yi1 =

aéi) =Y

Yie1 — Yi = —agi)hi + agi)h? - ag)hf’
(b) Die Randbedingung p{(x¢) = pli(x,) = 0 ergibt
agl) - 3agl)h1 =0, aél) =0

(c) Die C'-Forderung p}(z;) = p} 4 (z;) ergibt

(i) _ ag¢+1) _ 2a§i+1)h

a1 (i+1)

2 .
i+1+a3 H_I,Z:l,...,n—l

(d) Die C?-Forderung p/(z;) = p//,,(z;) ergibt

a;l) = angl) — 3a§i+1)hi+1

Wir erhalten insgesamt 4n Gleichungen. Driicke nun agi) durch ag) aus sowie agi) durch ag):

, (&) _  (i+1)
a:(;) :w, i=1,...,n

3h;
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) _Yi—Y-1 | hio o i—1
ag)zihi —l—§(2ag)+ag ))
Das fiihrt zu folgender Matrix
2(h1 + h2) ho 0
ho 2(h2 + h3) hs
0 hs

T hn—l
hn—l 2(hn—l + hn)

Wir stellen fest, dass die Matrix A symmetrisch und strikt diagonal dominant ist. Daraus folgern wir,
dass A auch invertierbar ist, denn

A=D+N=D(I+D'N)

wobei D die Diagonalmatrix von A ist. Da D~'N auch symmetrisch ist, stimmen auch dessen maximale
Zeilensumme und maximale Spaltensumme iiberein. Diese sind dann < 1, weil A diagonaldominant
ist. Also

ID™'Nloe = ID7HL < 1

woraus die Invertierbarkeit von A folgt.
Theorem 2.10

Sei f € C*([a,b]), so erfiillt der kubische Spline mit

sp(a) = f"(a), 5,(b) = f(b)

die Abschédtzung

17@) = sn(@)loe < GHH1FD(6) e

Beweis: Wird in der Ubung besprochen. |

BEMERKUNG: Splines approximieren besser. Es gilt sogar ||s,, — f|| — 0 fiir f € W12((a,b)), wobei
dies der Raum der absolut stetigen Funktionen ist mit [ |f’|?dz < oo.
2.1.6 Trigonometrische Interpolation

Diese Methode wird vor allem fiir periodische Funktionen f(x) = f(x+4w) angewendet. Interpoliert wird
durch Linearkombinationen von 1, cos(zk22) und sin(zk2Z ). Wir nehmen folgende Vereinfachungen vor:

o w=2T
e komplexe Schreibweise

Wir interpolieren also f(z + 27) = f(x) durch Linearkombinationen von ¢**. In diesem Abschnitt sei
also i = v/—1,k € Ny, insbesondere ¢ also kein Index. Sei entsprechend

n
E=Rpt)=> ¢l i eCj=0,...,n
=0

der n + 1-dimensionale Vektorraum dazu.
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Theorem 2.11

Zu yo, . ..,yn € C existiert genau ein ¢ € 7¢ mit
(p(x])_ijjz ) ,
wobel ; = jNZL. Es gilt p(z) =37, e mit
1 n
Ck:n—l—lze_kaijk: AL
J=0
Beweis: Wir miissen das Gleichungssystem
an;l+"'+61w_]1+00:yj, j=0,....,n

mit w; = e’ = e»+1 l6sen. In Matrixform heifit das

1 wo ... w co Yo

o3

1 w, ... w

S3

Cn Yn

Die Matrix ist eine Vandermonde-Matrix V und wir schreiben kurz Ve = y. Da die w; paarweise
verschieden sind, ist V' auch invertierbar. (Wir erinnern uns, dass fiir die Vandermonde-Matrix gilt:
det(v) = J[p<; j<n(wi —w;)) Die Existenz und Eindeutigkeit ist damit gezeigt. Fiir die w; gilt |w;[ =1,

w; = w{,@ = wj_l. Unter Verwendung von Z?:o wh = 0 erhilt man
V'V =mn+1)I

Die Matrix (n 4+ 1)~'V* ist also die Inverse zu V (Ubung) und wir erhalten aus Ve = y die Bezichung

mit (V*);, = Vi; = wj = e~ Y%, woraus sich die Koeffizienten ¢;, wie gewiinscht ergeben.
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Kapitel 3

Numerische Integration

In diesem Kapitel widmen wir uns der Berechnung von Integralen f; f () dx. Viele Funktionen f
besitzen keine explizit darstellbare Stammfunktion. In der Praxis miissen die meisten Integrale daher
durch endliche Summen approximiert werden. Wir kennen bereits die Approximation durch Rechtecke
mit Obersummen bzw. Untersummen sowie die Rechteckregel:

b n—1
/f(x Z Li4+1l — -731 xz) (31)
a =0

Allerdings gibt es bessere Verfahren, Integrale zu approximieren. Diese wollen wir nun besprechen.

3.1 Interpolatorische Quadraturformeln

Wir approximieren die Funktion f durch ein Interpolationspolynom
n
) =Y f(wi)L}(x) (3.2)
=0

und erhalten

b n b

1(5) = [pula)ds =Y 1 (@) [ L (@) do (33)

=0
a a =y

Hierbei notiert Lgn) das Lagrangesche Interpolationspolynom. Insbesondere hangen die a; nur von den
o, ,xy ab. Wir prazisieren dies nun:

Theorem 3.4

Sei
b

I(f)—I(")(f):/f[xg,---,xn,x]H(a:—xj)dx (3.5)
a J=0

Dann gilt die folgende Abschétzung:

n+1
1) -1 ()] < e / rH (@~ ) ldz (3.6)

BEMERKUNG: Fiir ein Polynom f € P" ist die Interpolation sogar exakt.
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Definition 3.7

integriert.

Die I(™ sind also von der Ordnung n + 1.

3.1.1 Abgeschlossene Newton-Cotes-Formeln

Wir wahlen nun dquidistante Stiitzstellen a = xg, - ,z, = b, d.h.

T, =a-+1 ,1=0,---,n

Mit der Variablentransformation

t_a:—a
 b—ua

-en

erhalten wir mit ¢ € [0, n] und der Schrittweite H = b_T“
r=a+t-H

(n)

Die Polynome Lin lauten damit

Damit erhalten wir

FEine Quadraturformel heifit (mindestens) von der Ordnung n, falls sie alle Polynome f € P™ exakt

n n . n .

—x; +tH —ajH t—7j
L (z) = S R ¢ = 3.8
i (@) ,H.l'i*l'j .H.a+inafjH AH,Z’*J' (3:8)

J=0,j#i Jj=0,j#1 J=0,j#i
_ (n) _ —J
ai—/Lin (:L‘)da:—H-/Hi_jdt (3.9)
a o J=0

Fir n = 1,2, 3 erhalten wir so die wichtigen folgenden Regeln:

] NAME \ FORMEL

Mittelpunktregel | I (f) = 252 (f (a) + f (b))
Simpsonregel 12 (f) = b_T“ (f (a)+4f (“Tb) + f (b))
% Regel IO (f) =2 (f(a) +3f (a+ H)+3f (b—H)+ [ (b))

3.1.2 Offene Newton-Cotes-Formeln

Im Folgenden sei xg = a+ H, x; = x9 +iH und b = z,, + H. Wir betrachten also n + 2 Intervalle der

Lange H, wobei a und b keine Stiitzstellen sind.

(f) = (b—a) f (“2*) (Mittelpunktsregel)
(f) = 5% (f(a+ H)+ f (b~ H))
b3 (2f (at+ H) — f (“5) + f (b~ H))

Wir wollen Im Fogenden die Trapezregel, Simpsonregel und die Mittelpunktsregel untersuchen.

Theorem 3.10

Fiir die Restglieder der Trapezregel, Simpsonregel und der Mittelpunktsregel gelten die folgenden

Beziehungen:
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e Mittelpunktsregel:

3
0= e-ar(5) = O3 firg e cla (311)
e Trapezregel:
1p=10- i@ ren=-C"L o irfectan @1

e Simpsonregel:

5
10 -5 (r@+ar (F0) 4 10) = - Ut 10 fir e o] G13)

fiir gewisse Zwischenstellen ¢ € [a, b).

BeEwEis: Fiir die Trapezregel erhalten wir beispielsweise durch Anwendung der Zwischnewertsitze

b
1<f>—f<1><f>=/f[a,b,x]<x—a><x—b>dx=

1., —(b— a)g
§f (¢2) - — 1

Dabei notieren f [a,b,z] die dividierten Differenzen. In der letzten Zeilen verwendeten wir den Zwi-
schensatz der Differentialrechnung, hingegen in der vorherigen den Zwischenwertsatz der Integralrech-
nung:

Sei f stetig, g integrierbar und g > 0(bzw. g < 0). Dann existiert ein ¢ € [a, b] mit
b
[t@a@de=1© [g)de

Man beachte, dass hier die Voraussetzungen erfiillt sind, da (z — a) (z — b) < 0 gilt. Bei der Simpson-
regel konnen wir den Zwischenwertsatz nicht direkt anwenden, da g das Vorzeichen wechselt:

b
b b
I(f)—ﬂ?)(f):/f{a,“;,b,x} (x — a) <x—“‘§ )(z—b)dw
Um dennoch den Zwischenwertsatz anwenden zu koénnen, schreiben wir

’ atb _ at+b p atb 2
I(f)_ﬂ?)(f):/f[“’ 2 ’b’f”i /o570, 5] (z — a) <x_“‘2”’> (¢ — b) do—

_ atb
2
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b
f[a,a—’—b,b,a;—b} -/f(:n—a) (m—a;—b) (x —b)dx

2

b
Beachte nun, dass (z —a) (z — “Tb)Q (x—b) > 0und [ f(z—a)(z— ‘%b) (x — b) dx punktsymme-

trisch bzgl. a—+b ist. Damit gilt

1) - 10 /f —fla b <x_a+b>2($_b)d$

Nigh,
ZW S

_L"rb
2

b 2
f[aaa;b’a;—b b<1:| /(m—a) <$—a_2‘_b) (.I—b)dl‘:

1

() = (b—a)’

120
Die Mittelpunktsregel wird in den Ubungen behandelt. OJ
BEMERKUNG:

e Bei 1™ mit n > 7 und 1™ mit n > 2 treten negative Gewichte auf. Dadurch kann es méglicher-
weise zur Ausloschung kommen.

e Im Allgemeinen gilt nicht 1™ (f) = I(f) fiir n — oo, da die Lagrange-Interpolation im All-
gemeinen kein konvergenter Prozess ist. Man wendet daher I(™ nur auf Teilintervalle an. Das

heifst
N—

,_.

In b—a

i $z+1]
1=0

) fiir h = (3.14)

N-1
= L) = Iy (£) = D2 wah™ 2 () =
1=0
= W™ EN D (Q) = wp (a = 0) RTLFID ()

Dabei sei w,, ein Faktor fiir ein m > n. Die letzte Zeile stellt dann eine Fehlerformel dar.

3.1.3 Gaufische Quadraturformeln

I® integriert nicht nur p € P2, sondern auch p € P* exakt. Kann die Wahl der zg,--- ,z, noch
verbessert werden, dass sogar p € P* mit k > 5 exakt integriert werden?

BEMERKUNG: Der Fehler ist fiir n gerade I — I (f) = O ((b— a)”“) fiir n ungerade dagegen
0 ((b - a)"“).

Lemma 3.15
I™ kann fiir ¢ € P* mit k > 2n + 2 nicht exakt sein.
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BEWEIS: Sei
N b
p(a:):H(x—a:—i)2€P2"+2:>0</p(a:)da::_f(”)(p)zo

=0 o

Das ist ein Widerspruch und somit kann I (f)—I ( f) héchstens von der Ordnung (a — b)" 2 ¢f(+2) (¢)
sein. [

Wir wollen nun eine geschickte Wahl der xg, - - , x, herleiten. Hierzu ergénzen wir xzg,--- ,z, durch
Tpil,  ,Topg1. Dann gilt
2n+1 bi1
=0 a j:O
2n+1 bi1
T =190 = 3 Sleo o [ [ w=ap)ds
i=n+1 Y =0

Ziel ist es nun, den letzten Faktor

/H x—xj)dr =0

a J=0
zu setzen, denn dann wire I (f) so genau wie "D (f). Fiir i =n +1,---,2n 4 1 schreiben wir
b1
/H T —; dx—/H x)dr =0 (3.16)
a J=0 a J=0

fiir ein Polynom ¢; € P*~"~1 C P". Es soll also fiir alle Polynome g € P" gelten:

b n
/H x—xj)q(x)dr =0 (3.17)

a J=0
oder dquivalent dazu
<H(m—xj),q>:0<:>H(a:—xj)LP" (3.18)
j=0 §=0

Da H;L:() (x —xy) € Pl wire fiir die Losung der Gleichung z.B. das Legendrepolynom L, ein
Kandidat. Mit dem folgenden Lemma zeigen wir, dass es tatsdchlich eine Lésung ist:

Lemma 3.19

L., (x) hat paarweise verschiedene Nullstellen.

BEWEIS: Sei N, = {\ € (a,b) : X ist Nullstelle ungerader Ordnung von L,,}, d.h. N, ist die Menge
der Nullstellen, bei denen L, das Vorzeichen wechselt. Wir behaupten nun |N,,| = m. Hierzu ein
Widerspruchsbeweis. Wir nehmen an, |[N,,| < m. Dann liegt ¢ (x) = [[ycn, (z —A) in P™ und
(q, Lim) = 0. Aber gL, hat nur Nullstellen gerader Ordnung und damit keinen Vorzeichenwechsel, also
wére

b
t/ﬂwmewi#O



32 KAPITEL 3. NUMERISCHE INTEGRATION

Und dies ist ein Widerspruch. [J.
Waéhlen wir also zq, - - - ,x, als Nullstellen des Legendre-Polynoms L1, so gilt

I(f)—I™(f) =1(f) = I®D (f) = o1 (b — @)™ FEF2) () (3.20)

d.h. I (f) auf P21,
<!— Local IspellDict: german-new8 —>



Kapitel 4

Lineare Gleichungssysteme - direkte
Verfahren

Das Ziel dieses Kapitels ist es, das Gleichungssystem
Ax=b

fiir eine (zunéchst) reguldre Matrix A zu 16sen.

4.0.4 Eliminationsverfahren

Im einfachsten Fall ist A eine obere Dreiecksmatrix:

ail - Qln
0 Gnn
Dann gilt
1
Ar=b=z, = —0b,
Ann
und
1 n
xj:; bj— Z AikTE | jZl,-'- ,7”L+1
1 k=j+1

Im allgemeinen Fall benutzt man z.B. das Gaufische Eliminationsverfahren mit den elementaren Um-
formungen

(i) Vertauschen zweier Gleichungen
(ii) Addition eines vielfachen einer Zeile (Gleichung) zu einer anderen Zeile
(iii) Multiplizieren einer Zeile mit einer Zahl # 0.

In der Praxis wendet man das Verfahren auf die Matrix (A[b) oder (A|E,,) an.

’ Beschreibung des Verfahrens ‘

1.Schritt:

o (Pivotsuche) Finde a1 # 0,m € {1,--- ,n} So ein m existiert, da A regular ist.

33



34 KAPITEL 4. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME - DIREKTE VERFAHREN

e (Pivotisierung) Vertausche 1. und m-te Zeile. Das Resultat sei A(0), b(®).

_(0)
e Ziehe fiir jedes r € {2,--- ,n} das ‘101) -fache der 1.Zeile von der r-ten Zeile ab. Das Resultat sei
a

AW j. b

Dies enstpricht der Multiplikation mit einer Permutationsmatrix P und einer Matrix G,also [Al ]bl] =
GP [A[b]. mit

00 0 1
01 0
o0 .
P = 1 1. und m-te Spalte (4.1)
1 0
1
1 0
—qn 1
G = ) 4.2
S (12)
—dn1 1

2. bis n-ter Schritt: Wende den ersten Schritt auf die um eine Zeile und eine Spalte verkleinerte Matrix
A(1)|b(1)} an. Am Ende erhalt man

[R‘C] = anlpnfl e G1P1 [A|b] (43)

mit einer oberen Dreiecksmatrix R.
BEMERKUNG: Man kann die wesentlichen Elemente der G in den frei werdenden Stellen von A spei-
chern.

Definition 4.4

Eine Matrix A heift nilpotent, falls es ein k € N gibt, so dass A™ = 0 gilt. Eine Matrix A heifit
unipotent, falls A — I nilpotent ist.

BEMERKUNG: Obere Dreiecksmatrizen mit allen Diagonalelementen = 0 sind nilpotent, obere Drei-
ecksmatrizen mit Diagonalelementen = 1 sind unipotent.

Theorem 4.5
Mit Hilfe des Gaufsschen Eliminationsalgortihmus erhélt man die Zerlegung

PA=LR (4.6)

mit der Permutationsmatrix P = P,,_1--- Pj, der unipotenten unteren Dreiecksmatrix L und der
oberen Dreiecksmatrix R. Fiir P =1 ist die Zerlegung eindeutig.

BEMERKUNG: Die Gj haben die Form

1 0

0

0 1
—q21 1
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Theorem 4.7

Sei A reguldr und diagonaldominant, d.h.

n

D lagel < lag] (4.8)

k=1,k#j

Dann kann die Gaufelimination ohne Pivotisierung durchgefiihrt werden.

Fiir positiv definite Matrizen haben wir also die Zerlegung A = LR. Es gilt

T11 0 0
D=| ¢ . ¢ | wmdR=D"'R
0 0 7

Dann ist R unipotent. Da A symmetrisch ist, gilt
LR=A=AT = (LR)T = (LDR)T — R" (DL")
Da die LR-Zerlegung eindeutig ist, gilt
L=R"bzw. R=DL" = A= LR = LDL" = LL" mit

a2 0 0
L=LD'?=L-| ¢ . 0
0 0 dy

Theorem 4.9

Jede symmetrische, positiv definite Matrix A hat eine Cholesky-Zerlegung A = LLT mit einer
unteren Dreiecksmatrix L.

BEMERKUNG: Wahlt man die Diagonalelemente von L positiv, so ist die Cholesky-Zerlegung eindeutig.

Bandmatrizen ‘

Definition 4.10

Eine Matrix A = (ajk)j ., heift Bandmatrix vom Typ (my, m,) mit 0 < my,m, <n — 1, falls

ajr = 0 fiir j +m, <k <j—my (4.11)

Das heifit, A ist auf der Hauptdiagonale und hichstens auf m,. +m; Nebendiagonalen ungleich Null.
Die Gréke m = m, + my heifst Bandbreite.

BeispiEL: Bandmatrizen vom Typ

e (n—1,0) heiken untere Dreiecksmatrizen
e (0,n — 1) heifen obere Dreiecksmatrizen
e (1,1) heiken Trigiagonalmatrizen

BeispIEL: Die (4,4)-Bandmatrix

B —I 0 0 4 -1 0 0
I B —I 0 1 4 -1 0
A=l v 7 g g |wdB=| o 1 4
0 0 —-I B 0 0 -1 4

und der 4 x 4-Einheitsmatrix ist diagonaldominant, aber nicht strikt.
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Theorem 4.12

Ist die LR-Zerlegung von A ohne Zeilenvertauschung durchfiihrbar und A vom Typ (m;,m,), so
sind L und R vom Typ (my,0) und (0, m,). Der Aufwand der Zerlegung ist

1
Yy (4.13)

BEMERKUNG: Es geniigt das Band zu speichern. Dadurh wird das Problem reduziert und man kann

im schnellem Speicher rechnen.
Nachiteration

Sei LR = PA eine Zerlegung. Durch Rechenfehler hat man nur LR = PA. Dadurch ergibt sich die
fehlerhafte Losung

i}?xo =b
Das heift fiir den Defekt dV:
A =b—Azg #0=>d" = A(x —x9) = A1’ =z — x
Man miisste also g um A~'d korrigieren. Stattdessen definiert man die Iteration
ot =20+ (I~/R>_1 d® und 27! = 27 + <I~LI~%)_1 @’

Es gilt

I =7 ¢ <£ﬁ>_1 (b — Aa;j)

N |
Also F (z) =z + (LR) (b — Az). Damit erhalten wir
Lo\ -1 Lo\ —1

Fx)-F(y)=cz—y+ (LR) Aly—=x) = (I— <LR> A) (x —y)

Die Iteration konvergiert, falls ||I — (I:R) Al < 1. Dies verbessert die Losung. Es gilt
_ o\ -1 RN R - - -

1-(LR) A= (LR) (LR-A) wdlik=A(I-A7"(A-LR))

Das heifst

(LR) = (1-a"(A-LR)) A=

H <ER)71 H < ||A_1|| I HA_lH _
ST AT TA= LRI 1 cond (4) AR
o\ -1 cond (A) |A - LR
= 11— (LR) 4| < __
( ) 1 —cond (A) HA”_AL”R” |A]

BEMERKUNG: Man kann LR mit geringerer Genauigkeit berechnen und dann mit hoher Genauigkeit
nachiterieren.
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’ Nichtregulédre Systeme ‘

Sei A € R™*™ und b € R™. Unser Ziel ist nun, Az = b zu l6sen. Allerdings haben wir das folgende
Problem: Falls rang (A) < rang[A]b], so ist Az = b nicht im eigentlichen Sinne losbar. Stattdessen
suchen wir eine Losung z, die das Residuum ||Az — b||2 minimiert. Hierzu miissen wir

1 1
J (@) = 3l = bl = 5 (Az — b, Az —1)

minimieren. Es gilt

57 (2) (4) = 57 (2 4 t1) o =

d (1 1
(5 4 =00 =) 4 e — b Ay + 32 Ay ) ) o = (A = b 4

Also muss das Minimum Z
(AT — b, Ay) = OVy
erfiillen. Dies bedeutet

(AT (A7 — Ab),y) =0 =

AT Az = AT (4.14)
Dies ist die Normalgleichung.
Theorem 4.15
Es existiert stets ein * € R™ welches
x — ||Az — b2 (4.16)

minimiert. Es gilt AT AT = A”Tb (Normalgleichung). Fiir rang(A) = n ist T eindeutig. Die allge-
meinen Lésungen sind gegeben durch T + Kern (A).

BEWEIS: Zunichst zur Existenz einer Losung der Normalengleichung. Es gilt R” = Bild (4)@Kern (AT)
(orthogonale Summe). Beachte: (Az,y) = (x, ATy) Somit ist die Darstellung b = a+ /3 mit a € Bild (A)
und 3 € Kern (A”T) eindeutig. Da « € Bild (A), existiert ein T € R” mit AT = . Damit folgt

ATAz = ATa = AT (a+B) = AT
D.h., 7 16st die Gleichung. Weiterhin gilt fiir alle «:
1Az = b||3 = [|AT — b+ A(z —7) |3 = | AT — b]|3 + 2(AT — b, A (z — 7)) + A (z —7) |3 > | AT — b]3

Das heift, T minimiert = — || Az — b||. Umgekehrt wissen wir schon, dass jedes Minimum die Norma-
lengleichung erfiillt. Seien nun Z,  Lésungen, so gilt

b= Az + (b—Az) = Az, + (b— Az)
\./ —— —~ ———
eBild(4)  cKernary €Bild(4)  cKernar)

Da aber R" = Bild (A) @ Kern (A7), gilt

AT =At =1t —-T € Kern(4) = 1 =

T+ (2 —7) €7 + Kern (A7)
Andererseits gilt || A (z + y) — b|| = |[|Ax — b]| fiir jedes y € Kern (A). Damit folgt die Behauptung. [J
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’ Gaufssche Ausgleichsrechnung

Gegeben seien Messpunkte (z,y;), j =1,--- ,n. Unser Ziel ist nun: Finde zu gegebenen Funktionen
Ui, ,Up, N < m eine Linearkombination

n
u = E CrUL
k=1

derart, dass

. 1/2
Ag =D fulzy) —yl? (4.17)
j=1
minimiert wird. Setze hierzu
c= (Cla"' 7cn)Ta y= (yla"' >ym)T7 ak:(uk(xl)v"' ,Uk(l'm)), k:17 y 1, A= [a1|""an]

Dann miissen wir

1
F(2) = 5l Ac -yl

minimieren. (= AT Ac = ATy=). Wir unterscheiden mehrere Fille.

e Fall 1: uy, () = 21, k =1,--- ,n. Dann nennen wir v Ausgleichsparabel.

e Fall 2: uy (z) =1, ug () = z (linearer Fall).

z; | -2 | -1 |01 2
y: 10510523535

Dies fiihrt zu einem iiberbestimmten System

1 -2 0.5
1 -1 0.5
1 0 |- ( Z ) —| 2
11 3.5
1 2 3.5

Lose nun

Dies ergibt

Somit ist u (x) = 2 + 0.9z die Ausgleichsgerade.

BEMERKUNG: Man kann auch nichtlineare Grofen durch Transfomrationen approximieren. Betrachte
beispielsweise ein physikalisches Gesetz der Form
y (x)

_a
1+ bx

Durch Umformen erhélt man é + 3:1: = ﬁ (dies ist linear in  mit den neuen Gréfken a = é,g = g.

Bei der Gaufsschen Ausgleichsrechnung ist A"A = A*A wesentlich. Diese Matrix hat eine spezielle
Struktur.
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Lemma 4.18

Sei A € K"*". Dann ist A* A hermitesch (bzw. symmetrisch) und positiv semidefinit. Ist rang (A) =
n, so ist A* A positiv definit.

BEWEIs: Es gilt
(A"AC, Q) = (A AQ) = [|AC)3 = 0

und insbesondere auch (A*A)* = A*A. Ist Rang (A) = n (dies bendtigt m > n!), so ist A: R — R"
injektiv. Damit folgt aus Ax = 0 schon z = 0. Also folgt aus (A*A(,¢) =0 = ||A(|3 =0= (= 0.
Also ist A* A positiv definit.[]

BEMERKUNG: In der Regel ist A*A schlecht konditioniert.

BEMERKUNG: Bei symmetrischen, positiv definiten Matrizen kann man die LR-Zerlegung durch die
Cholesky-Zerlegung vereinfachen:

i 0 0 hh - a1 -+ Gin
0 : 0o . =
lni  lan 0 0 lnn an1 -+ Opn

Dann gilt

2, =an =l = an

l~11

lip-lhn=aj1, j>2=1j =
an

Weiters folgt

i
2 _ _ 72 72

E Ly, = aii = lip = \/aii_lﬂ_"‘_li,z'—l

k=1

~——
bekannt

lii = =aji —lplin — - = ljialii1, i=1+1,---,n

1
Li
BEMERKUNG: Rundung kann dieses Vefahren jedoch verhindern. Betrachte z.B. bei dreistelliger Run-
dung

1.03 1.10
Al 1.03 1.11 :>ATA:<
1.07 1.15

(a0 ) ()= oo

Wir wollen deshalb eine neue Methode entwickeln, die ohne die Normalengleichung auskommt.
Theorem 4.19

Sei A € K™*™ mit m > n und Rang (A) = n. Dann existiert eine eindeutige Matrix Q € R"*" mit
Q*Q = E, und eine eindeutige obere Dreiecksmatrix R € R™*™ mit positiven Diagonalementen, so

3.43 3.60
3.60 3.76

aber
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dass
A=QR (4.20)

BEWEIS: Zunéchst zur Eindeutigkeit: A = QR = Q2Ro =

Q1Q =RR'=5

——

orthogonal

Zur Orthogonalitit von Q1 Q:

T

(Q2Q) QQ=Q"QQ5Q = E,

S ist dann eine obere Dreiecksmatrix mit positiven Diagonaleintrégen, denn

QTQ=E,=RyR ' und

S:RQR_12(51|"'|Sn),<81,81>:1:>811:1,<81,Sj>:0:>51j:0fﬁ1“j22
Wir erhalten Ry = R und Q = AR™! = ARy L= Q,. Jetzt zur Existenz: Wir wenden das Gram-
Schmidt- Verfahren auf die Spaltenvektoren aq,--- ,a, von A an. Also

ay

]

q1

_ G
|G |

dk

Da Rang(A) = n gilt, sind ai,--- ,a, linear unabhéngig und das Verfahren bricht somit nicht ab
(lg]l # 0). Ferner gilt Q*Q = E,, nach Konstruktion. Weiterhin ist

k-1 k1
ar =G+ Y (ap,¢i) ¢ = ldxlleae + > (ak,¢i) @i, i <k
=1 =Tk ==y,

Setze nun noch r;; = 0 fir ¢ > k, so folgt A = QR und die Behauptung ist bewiesen. [

Doch nun zuriick zur Normalengleichung. Aus AT Az = ATb und A = QR wird RT Rz = A”bh, d.h.
RT Rz = ATb. Dies ist durch Riickwirtseinsetzen lsbar.

BEMERKUNG: Fiir den Aufwand der Verfahren gilt die Beziehung

Aufwand (QR) ~ 2 - Aufwand (LR)

Dennoch haben wir das folgende Problem: Das Gram-Schmidt-Verfahren ist bei Rundungsfehlern un-
geeignet, da die Orthonormalitédt der Spalten rasch verloren geht.

’ Householder-Verfahren ‘

Fiir v € K™ sei v @ v = vv! = (1, vj),; ; das sog. dyadische Produki.
Definition 4.21
' Fiir v € K mit |v||2 =1 heiist

S=I-20®0 (4.22)
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Householder-Transformation.

Es gilt
S=5"=5""1 (4.23)

Denn es ist
S =TI-20we0)" =I1—-ww"=
und
SS = (I —2vv*) (I —2vv*) =1 — 200" — 200" +4vw* =1, dh. S =9

Damit ist S hermitesch und unitér.
Die Eigenwerte von S sind +1.

(i) Ist w € orth (v), so gilt Pw = w = der Eigenwert ist 1. Nehme dann n — 1 linear unabhéngige
Vektoren aus orth (v).

(i) Pv=1v—2vvTv = —v = der Eigenwerte ist —1 und der Eigenvektor ist v. Fiir die Determinante
von S gilt dann det (S) = 1.

Algorithmus-Idee: Wahle Sy, --- .S, so, dass iterativ
AD = 5,407 it A© = 4

die Form

S OO *
- .
x>t
x ot

hat. Nach n Schritten ist

unitar
mit R € K"*";
. R
R=| -
0
- R
= = ? . _— =
= A=QR=|Q|_* = A=0QR
egal
Bestimme nun die Matrizen Sy, --- ,S,. Zu S1: Wir miissen a; an span (e1) spiegeln. Wir erhalten
__a+afles
la+ [lalle
Nach dem ersten Schritt ist dann
1
0 = *
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Im i-ten Schritt wende das Verfahren auf die reduzierte Matrix an:

I 0 .
S2_<0 I—2@@*>_I_2””

mit

v = 0---0 |o
——
i—1 Nullen

BEMERKUNG: Die durch die Householder-Transformation erhaltene @ R-Zerlegung ist nicht die bekann-
te QR-Zerlegung. Dies liegt daran, dass die Diagonalemente r;; nicht positiv sein miissen.
BEISPIEL: Wir wollen nun die @ R-Zerlegung der Matrix

1 2 3
0 3 2
2 01

mittels Householder-Transformationen bestimmen. Im ersten Schritt ist

1
a=[ 0] =lal=v5
2
- v
= U1 = a1 + HalHel, v = ~71
[0 ]]
Da sgn (a11) > 0 ist, nehme 4. Wir erhalten damit
1+V56
by = 0 o> =10+2v5
2
Somit ist
51:1—21)1@{:[—2“1—”12: 0o 1 0
v —2/V5 0 1/\5
—2.236 —0.894 —2.236
=AW =5 A~ 0 3 —2
0 —1.788 —2.236
ag = 3 sgn (ag) >0
2=\ _1788 )° gn (@22
- - - U2 - 6.492
= Uy = ag2 + ||G2zllea , v2 = Tl = 2= | | veg
Dann ist

|52||? = 45.346
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und
& _p, _ D0 _ (—0859 0512
2T w2 T\ 0512 0.859
10 0
Sp=10 % +
0 = SQ
—2.236 —0.894 —2.236
= A= 5,A0 = 0  —3492 —-2862 | =R

0 0 —0.896
Da S; unitér und hermitesch, folgt S2514 =R = A = 515 R = QR und

—0.447 —0.458 —0.768
Q=515 = 0 —0.859 0.512
—0.894 0.229  0.384

Mochte man R;; > 0, so kann mann QR durch (QD) (DR) ersetzen mit

-1 0 0
D= 0 -1 0

Dann gilt (QD)* (QD) = D*Q*QD = D*D = Ej.

’ Singularwertzerlegung

Die bisher vorgestellten Methoden zur Loésung linearer Gleichungssysteme oder Ausgleichsprobleme
werden instabil, falls A schlecht konditioniert ist. Dadurch ist die Bestimmung der Ranges mittels
LR oder QQR-Zerlegung nicht mit geniigender Sicherheit moglich. Die beste aktuelle Methode ist die
Singuldrwertzerlegung (englisch: svd- singular value decomposition). Hierbei wird A von links und rechts
orthogonal transformiert. Sei nun A € R™*" und @Q € R™*™ Z € R™*" orthonormal, so gilt

1QAZ]l2 = [|Allz und [ (QAZ)™" |2 = [|Z*A7'Q"|la = A7
Somit folgt
conds (A) = conds (QAZ)

Die Kondition andert sich also nichi.
Theorem 4.24

Sei A € R™*"™, Dann existieren orthonormale Matrizen U € R™*™ und V € R™*" so, dass
UTAV = diag (o1, -+ ,0p) = D € R™*" (4.25)

mit p=min{m,n}, oy >--- > 0, und

01
o1 0 0 0
diag (o1, ,0p) = bzw. 0 ... OE)p (4.26)
op O 0
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Man nennt die o; die Singulérwerte von A.

BEMERKUNG: Die so definierten o; sind eindeutig.
Aus dem Satz folgt
Av; = oyu; , ATuy = ooy mit ||ug)| = |Jvil| = 1

Man nennt die u; die linkssginuliren und die v; die rechtssinguliren Werte. Aus UT AV = D folgt

D? = (UTAV) UTAV = VTATUUT AV = VTATAV = VD? = VVTATAV = AT AV

= o2v; = AT Ay;

Somit sind die v; Eigenvektoren von AT A zu Eigenwerten ¢?. Analog sind die u; die Eigenvektoren
von AAT zu Eigenwerten o*?. Hieraus lasst sich ein Existenzbeweis machen:
BEWEIS: Sei B = AT A € R™™. Dann ist B symmetrisch. Demnach existiert eine orthnormale Matrix
V= (v, -+ ,vpn) € R mit
A
VIBQ=| o
0 0 A

und Ay > --- > A, Eigenwerten von B. Da Rang (A7 A) = Rang (A) und die \; positiv sind, kénnen
wir firi=1,---,r

1

Av; e R™
mve

U; =

setzen. Es folgt

1
<Ui7Uj> = \/TT] <Ui7 ﬁ =

Ergénze nun uy, - - - ,u, zu einem vollstdndigen Orthonormalsystem uy,- -+ , u,, und setze

VA1

o
AT Avy) = VI 3

D= VA € R™Mxn
0

Es gilt
on
(w1, un) =A(vy,,v.)=UD= AV
VA

Es kommen auf beiden Seiten nur Nullen dazu, und somit folgt D = UTAV. O
Betrachte nun A = UDV” bzw. UT AV = D mit

01
o1 0 0 0
: , . o
diag (o1, ,0p) = : : bzw. 0 Op
op 0 0 .
0 0

Dann ist
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(i) Rang (4) =r

(i) Kern (4) = span {v, 41, , v}
(iii) Bild {ug, -, u.}

(iv)

Betrachten wir nun das Problem zur Bestimmung des numerischen Ranges

T r r T
A=UDV Zi:l o;U;V; = Zi:l O;UiV;

Rang (A,e) = min Rang(B
glde) = e Rene (D)

Es heilt A numerisch rang-defizient, falls
Rang (A, &) < min{m,n}

mit € = eps||Al|2. Bei Messreihen ist ¢ an die Genauigkeit der Messwerte gekoppelt.
Theorem 4.27

ehlerabschatzung) Sei A = wie oben, so gilt fiir
Fehlerabsch Sei A=UDVT b It fi

A = Zaiui Quik <r (4.28)
=1
die Abschétzung
min HA—BHQ = “A—Ak‘|2 = Ok+1 (4.29)
Rang(B)=k

Daraus ergibt sich fiir r. = Rang (A, ¢):

012 20p, >E>0p—1 2 2 Omin{m,n} (430)

Beweis: Es sit UTAV = diag (o1, -+ ,0,) und UT A,V = diag(oy, -+ ,0%,0---,0). Damit folgt
UT (A — Ap)V =diag(0,---,0,0441,0---,0) und daher

A = Agllz = [|diag (0,-- - ,0,0%41, - ,0r) l2 = Ok41 baw. |A — Bl|z = op41 fir Rang (B) = k

Dazu wéhle eine Orthonormalbasis fur Ker (B) = span {1, - ,Z,_r}. Aus Dimensionsgriinden folgt
dann

Ker (B) Nspan {vy, -+ ,vgp1} # 0

Sei z aus dieser Menge mit ||z||2 = 1. Dann gilt

k+1
Bz-OundAz-Zcrl u; @ v;) z-Zalulv z
=1 1=1
k k+1 )
= |A=B|3 > |[(A-B)z|5=lAz]3 = D> |oi]* (v] T2)? > or > (v 2) =oh,
ij=1 i=1

O
Mit der Singuldrwertzerlegung kann man auch das Ausgleichsproblem losen. || Az — blj2 = min! fiihrte

zu AT Az = ATb. Ist Rang (A) = n, so gilt z = (ATA)_1 ATbh. Ansonsten gibt es oco-viele Losungen.
Diejenige mit kleinster Norm ||z||2 heifst Minimallésung des Ausgleichsproblems.
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Theorem 4.31

Sei A=UDVT die (eine) Singuldrwertzerlegung von A € R™*". Dann ist

T Tb
7= (4.32)

o
i=1 "

di eindeutige Minimallbsung des Ausgleichsproblems. Der Fehler geniigt der Beziehung

m

1Az —oj3 = Y (ufb)’ (4.33)
i=r+1

BEWEIS: Da z +— ||z|| strikt konvex ist, ist die Minimallésung eindeutig. Fiir jedes x € R™ gilt
Az —b])5 = [AVV Tz —b]3 = | (UTAV) VTe — UTb|3 = | DVTz - UTb||3

Sei z = VTz (dh. z =V2z), so gilt

s m
2 2
|4z b3 = D=~ UTBE =3 (i —uT5)° + 3 (ub)
i=1 i=r+1
Die Minimallésung muss zusétzlich noch ||z||2 = ||z||2 minimieren. Das Minimum beziiglich z erfiillt

T L 7 Uz‘Tb
aizi:uibézz':;uibéx:g vizi:g 2
7

r=Vz i i i
Der minimale Fehler ist dann
“ 2
1Az —bl5 = Y (ub)
i=r+1
O
BEMERKUNG: Sei DT = diag (U%, . ,U%,O, o ,0) e R sogilt T = VDTUTh = AT. Man nennt

A auch die Pseudoinverse von A. Der Satz sagt dann aus, dass
T=A"bund [|[ A7 —b|5=|| (I — AA") b3
Die Pseudoinverse ist die eindeutige Losung von

i AX -1
in | IFrob

Es gilt
Rang (A) =n = At = (ATA) "' AT | Rang(A) =m=n= At = A~

BEMERKUNG: In der Praxis muss man Rang (A, ¢) bei der Definition von A% nehmen.
BEMERKUNG: Eine numerisch stabile Berechnung der Singuldrwertzerlegung ist sehr aufwendig.



Kapitel 5

Lineare Gleichungssysteme (Iterative
Verfahren)

Grofe Gleichungssysteme, n > 1000 = 102, benétigen fiir das Gaufverfahren viel Speicher n? = 10°
und hohen Aufwand (n® = 10° Multiplikationen). Auch Bandssysteme mit n = 10° und m = 102
bendtigen schon n - m = 10® Speicherplatz. In der Praxis sind Matrizen jedoch diinn besetzt, d.h. nur
5 — 20 Eintrdge pro Zeile. Die folgendeniterativen Verfahren bendtigen nur so viel Speicher, wie man
fiir A (und nicht A~') braucht. Sie sind nicht exakt, sondern nihern sich iterativ der Losung. Wir
wollen im Folgenden das

(a) Jacobi-Verfahren (Gesamtschrittverfahren)
(b) Gauf-Seidel-Verfahren (Einzelschrittverfahren)

vorstellen.
Sei A € R™*™. Wir zerlegen Aind A= D+ L+ R:

all R

L ann
Dabei sind D die Diagonale, L die Eintrage unter der Diagonalen und R die Eintrége iiber der Diago-
nalen. Das Gleichungssystem Ax = b kénnen wir umschreiben als
n
ajjT; + Z ajrry =0bj,j=1,---,n bzw. Dzx+ (L+R)x =10
k=1k#j

Ist D diagonaldominant, so kann man die sukzessive Iteration mit C' = D versuchen. Das heifit:

fa)=b-Az=0 = 5 =25+ Of(a¥) =a* + D' (b - A2P) =

*+ DY b— A" =2F + DY b - (L+ D+ R)2*) =D '(b— (L+ R)z*) = —D YL+ R)z*+ Db

BEMERKUNG: f/(z) = A, C =D !~ A1
Hieraus folgt das Jacobi- Verfahren:

"= - D HL+R)2F+ DM (5.1)
N’

Jacobimatrix

47
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Im Gaufi-Seidel- Verfahren benutzt man, dass D + L eine untere Dreiecksmatrix ist und mittels Vor-
wirtseinsetzen l6sbar ist. Sei also C'= L 4+ D. Dann folgt

Pt =ab L C(b— Az®) = (I —CA)* +Cb= (I - (L+ D) (L+D+ R))z* + (L +D)b=

- (L+D)'R  ZF+@+D)
N——
Gault-Seidel-Matrix

Dies ist das Gaufs-Seidel- Verfahren.
Man spricht allgemein von einem Splittingverfahren, wenn man A in A = B + (A — B) zerlegt und
statt A nun B invertiert. Das entspricht der sukzessiven Approximation mit C' = —B~!, d.h.

Pt =gk L BT b — A2k = (I - B 'A) 2" + B"lo = B~Y (B — A)2* + B~

Dabei gilt dann f'(z) = b — Az, f'(z) = —A,B !~ —A~L. Sei nun

g(e) = BB = A)z+ B ' = g(z) - g(y) = M(z —y) (5.2)
=M =c¢

Dies ist eine Kontraktion, falls [|M|| < 1. Die Konvergenz folgt dann aus dem Banachschen Fixpunkt-
satz. Wenden wir zwei Schritte an, so erhalten wir

g (x) = g(g(x)) = Mg(z) + ¢ = M(Mz +¢) + ¢ = M?*z + Mc+c

Dies konvergiert fiir |[M?| < 1. Fiir die Matrix

ist
9 [ccO 0
w=(70)
sodass || M?|| < 1 ein schwiicheres Kriterium ist. Dies fiihrt schlieklich zu der Idee:

2* — g(z*) konvergiert, falls lim (][ M"|)/" < 1 (5.3)
n—oo

Bestimmen wir nun lim (|| M™||)'/".
n—o0
Lemma 5.4

Es gilt | M™||"/™ > p(M) und

lim (|| M"(})" = p(M) (5:5)

n—oo

fiir jede Matrixnorm, wobei p(M) der Spektralradius ist.

Beweis: Falls p(M) = 0, so ist M = 0 - daraus folgt dann die Behauptung. Sei also p(M) > 0 und
A1y, Ay die Eigenwerte von M mit Eigenvektoren x1,--- , x,,. Dann gilt

M- flal| = ([ M| = (A2l = [Nl |lall, @ =1, -+ m

= MM >N =1, m = [MOY > p(M)



49

= liminf | M™||Y/™ > p(M)
n—oo

beziehungsweise
limsup || M|/ < p(M)
n—oo
Sei Mg = m - M = p(Ms) < 1. Wir behaupten, dass

s n|l/n <
Tim (M7 <1 (5.6)

Sei hierzu Ms = U~ 'J5U die Jordanzerlegung von Ms, also

Iy 0 ai 10
J(S = R J’L = 1
0 Jr 0 oy
: Do — — _pM) ;
mit |a;| < 1. Sel ¢ = max; ;| = san+s < 1. Dann gilt
lim J*'=0
n—oo
komponentenweise und auch bzgl. ||-||. Daher gilt J — 0 beziiglich || - || und somit ||[MZ| < U] -

|73 - |U|| = 0, n — oco. Damit folgt || Mj'|| < 1/2 fiir alle n > N. Somit

lim sup HM}HU" < lim_>sup(1/2)1/" =1
n oo

n—oo

Das ergibt die Zwischenbehauptung. Weiter folgt

limsup || M"Y = (p(M) + 6) limsup | M|/ < p(M) +

n—o0 n—00

Da dies fiir alle § gilt, folgt

lim sup [ M/ < p(M)

n—oo
Damit folgt die Behauptung. |
BEMERKUNG: p(B) ist keine Matrixnorm. Beispielsweise ist
01 0 1 0 0
(o)) =0 o (§0) 26 )

Fiir symmetrische B € R™*"™ ist aber

p(B) = |Blls = sup | 212 57)
o201zl
Lemma 5.8
] Zu jedem M € R™™ und 6 > 0 existiert eine Norm |||-|||, so dass die induzierte Matrixnorm
p(M) < [[MI|| < p(M) + 6 (5.9)
erfiillt.

Beweis: Die Beziehung p(M) < [[|M||| wurde bereits in Lemma 6.1. gezeigt. Fiir jede reguldre Matrix
C € R™™ igt |||z||| = ||Cz||2 eine Norm. Die induzierte Matrixnorm ist

A -1
1Al = sup | Axl| sup [IC Az, — sup ICAC™ ]2

= = [CAC™||;
20 1zl 220 [ICxll2 220 |72
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Also gilt
M| = [CACT! ||

Sei nun M = U~'JU die Jordanzerlegung.

’ Rest des Beweises fehlt noch.

Theorem 5.10
Fiir M € R™™" 2y € R™ betrachte die Iteration

2" = Mk e, ke Ny (5.11)

0

Die Folge z* konvergiert genau dann fiir jeden Startwert z° € R™ gegen den Fixpunkt T von

T = MZ + ¢, falls p(M) < 1. Im Falle der Konvergenz gilt

k= 1/k
sup limsup <on_> = p(M) (5.12)

z0cR” k—oo

Beweis: Sei e* = % — 7. Dann gilt ! = ¢! -7 = Ma* — MT = Me*. Nun unterscheiden wir mehrere
Fille.

(a) Ist p(M) < 1, so existiert nach Lemma 6.2. eine Norm |||-||| mit [[[M]]| < 1. Dann gilt |||e*]|| <

[|M]]|" - [||e°]|| = 0, k — oo. Die Folge (e*); konvergiert dann beziiglich [||-[||, und da die Normen

aquivalent sind, auch beziiglich || - ||.

(b) Aus der Konvergenz fiir jeden Startwert folgt fiir 2% = w +z mit einem Eigenvektor x zum gréften
Eigenwert ), dass ¢® = w und ¥ = M*w = \fw. Dann gilt

[Mew|| =0, k=00 = [\ <1 = p(M)<1

41N _ )

€]
Fiir den zweiten Teil des Beweises sei nun p(M) < 1. Dann konvergiert das Verfahren. Sei weiter |||-||]
eine Norm mit

Auflerdem erhalten wir

p(M) < [[|M[| < p(M) + 6
Aus der Aquivalenz der Normen erhalten wir dann col||z||| < ||z|| < ¢1|||z||| und damit

k C1
¥ < exllle®[ll < el M1l < a(p(M) + )"

Daraus erhalten wir

(D) < (2) "o

. JeF Iy
= limsup <p(M)+4
k—oo \ €]

Da § > 0 beliebig war, folgt damit die Behauptung. |

BEMERKUNG: Falls p(M) = 0.99, so braucht man immer noch ~ 230 Schritte bis (p(M))* < 1071
Wir diskutieren nun einige
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’ Abbruchkriterien ‘

(a) Nach dem Banachschen Fixpunktsatz gilt

- 1B -
2" — || < 2" — |
1—|B|| ~——
=szk Update
I ki PR 121 [
[~ 1= Bl =¥

Daraus erhalten wir ein mogliches Abbruchkriterium:

1Bl [l
L= Bl fl=*] ~

Dennoch bleibt das Problem, dass p(B) bzw. ||B|| abgeschétzt werden muss.

(b) Betrachte das Residuum Ax* — b. Zur Erinnerung: Die Gleichung Az = b fiihrte zur Iteration

2" = BTYB - A)2F + B~
—_——— ~~—~
=M =c¢

=P =aF 7= A7 (A2F — A7) = A7V (A2 — )

_ 1
= [le®] < AT - || Az® —b]| < CODd(A)mllek — b
Daraus folgt
¥l 1 K |Az" — o]
— < cond(A)———|Az" — b|| < cond(A)——FF—
] AL [l 161l

Allerdings haben wir hier zwei Nachteile:

— Az* muss berechnet werden.

— cond(A) unbekannt.

BEMERKUNG: Az = b fuhrte zum iterativen Verfahren

¥ = B™YB - A)2F + B
—_— — N~~~
=M =¢

Dabei haben wir zwei Ziele:
(a) gute Konvergenz. Hierfiir brauchen wir p(M) << 1.

(b) Mz* = (I — B~ A)z* soll einfach berechenbar sein, d.h. B~*Az* soll einfach berechenbar sein.

Diese zwei Ziele sind kontrar.

Zu (a): Optimalist B=A= M =0= p(M) =0.

Zu (b): Einfach ist B = D, jedoch ist oft p(I — D~1A) ~ 1. Dann konvergiert das Verfahren aber
langsam.

Beim Jacobi- und Gauf-Seidel-Verfahren ist (b) gut erfiillt. Dies geht aber auf Kosten von (a) - der
Konvergenzgeschwindigkeit. Nun jedoch zuriick zum Jacobi- und Gauf-Seidel-Verfahren:
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Theorem 5.13
Sei A € R™™" (bzgl. der Zeilen) strikt diagonaldominant, d.h.

n
D lajel <laggl,i=1,---,n (5.14)
k=L k]

so ist mit der Jacobimatrix J == D~'(L + R) und der Gauf-Seidel-Matrix H = —(D + R)"'R

p(J)<lundp(H) <1

Folglich konvergieren das Jacobi- und das Gaufs-Seidel-Verfahren.

Beweis: Sei A der grofte Eigenwert von J mit dem Eigenvektor v, ||v||oc = 1. Sei p der grofite Eigenwert
von H mit Eigenvektor w mit ||w||e = 1. Dann gilt

_ 1 ¢
A< oo = DML+ R)|Joo Smax — > au| < 1
i agl k=1 kit

nach Voraussetzung und
pw=Hw=—(D+ L) *Rw = (uD + pL)w = —Rw = pw = =D~ *(mulL + R)w

Wir erhalten

_ IR
ul < I D7H(pL + R)lloo < max —— Y max{|ul, 1}|ajx]
i eyl 47

< max{|p|, 1} nach Voraussetzung = |p| <1

Damit ist der Satz bewiesen. [ |

Sei nun A die oben betrachtete Bandmatrix. A ist nicht strikt diagonaldominant, aber diagonaldomi-
nant. Sie ist jedoch in den ersten und letzten 4 Zeilen strikt diagonaldominant. Dies werden wir nun
nutzen:

Definition 5.15

Eine Matrix heift irreduzibel, falls es keine Permutationsmatrix P gibt mit

A 0 >
pAPT = (] N 5.16
<A21 Ago (5.16)

mit Ay € RP¥P, Agy € R(PX(=P) ynd 0 < p < n.

Lemma 5.17

A € R™" jst irreduzibel genau dann, wenn der Graph

G(A) = {Knoten K1, --- , K,,, Kante KjKj, & a;, #0, j,k=1,--- ,n} (5.18)

Beweis: Die Reduzibilitdt ist dquivalent zur Existenz von J, K C {1,--- ,n}, JJ K # 0,J N K = () mit
ajr =0 fiir alle j € J, k € K. |

Theorem 5.19

‘ (Schwaches Zeilensummenkriterium). Ist A € R™*™ irreduzibel, diagonaldominant und gilt

n

Z ’ark’ < |a7"7“‘ (520)

k=1,ks#r
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fiir (mindestens) ein r € {1,--- ,n}, so gilt p(J),p(H) < 1.

Beweis: Wir beschrinken uns auf p(J) < 1. Sei A der grofite Eigenwert von J mit Eigenvektor v mit
[0]oc = 1.

1 n
Al < max Z laj k| <1, [p| < 1firH
T S e

Genauer gilt

_ 1
o3| = Allvg] = [[D7HL+ Ryl < — Y lagellonl = lor] < [lofloe = 1
a]] k#j e
j=r
Sei nun iy, -+ , 4, Kette mit iy =1 und {41, i} = {1, ,n} (auch doppelte moglich).
Induktionsanfang: |v;;] < 1

Induktionsschritt:
1
[vim| < W( > lagrllonl + lagi, s lvi,, ) < 1
TIN kot yim 1

= |vg| < Lfirallek=1,---,n = [jv]e <1

Damit erhalten wir einen Widerspruch und somit p(J) < 1. |

’ SOR-Verfahren (successivce overrelaxation method) ‘

Da oft p(J),p(H) ~ 1 — ¢, sodass das Jacobi- und Gaufs-Seidel-Verfahren zu langsam konvergieren,
versucht man, das Verfahren durch Relazation zu verbessern. Bei Gaufs-Seidel gilt:

DaFtt = —La* Tt — RaF 4+ b
Hieraus wird durch Relaxation der neue Algorithmus des SOR-Verfahrens:
DiFtl = — L2 — Ra* 4 b und 2 = Wb 4+ (1 — w)a” (5.21)
Beachte jedoch: Dies ist eine Zirkeldefinition! Durch Umformen erhalten wir
DzFtl = wDzF L + (1 — w)Dak = —wLa*! — WRE* + wb + (1 — w)Da*
und somit
(D —wL)z*t = (1 —w)D — wR)z* 4+ wb (5.22)
und durch Multiplikation mit %:
<1D + L)gc’f+1 - <1D —D-— R)xk +b
w w
Damit ist das SOR-Verfahren ein Splitting- Verfahren mit
B, = éD + L mit Iterationsmatrix M, := B~ (B — A) (5.23)

BEMERKUNG: Dies ist auch fiir w = 0 wohldefiniert.
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Lemma 5.24

Fiir A € R™" mit reguldrem Diagonalanteil D gilt

p(My) > Jw — 1], w € R\ {0} (5.25)

Beweis: Wir berechnen die Determinante von M:

det(M) = det(B~Y(B — A)) = det <<iD + L) 1) det(éD - D—R)

Damit folgt

n 1/n
p00) = max v > (T[IN) = 1des(OD] " = o1
! i=1

BEMERKUNG: Fiir p(M) < 1 muss also w € (0,2) sein.
Theorem 5.26

Fiir positiv definite (symmetrische) Matrizen A € R™*" gilt p(M,,) < 1 fiir w € (0, 2). Insbesondere
ist das Gauf-Seidel-Verfahren konvergent.

Beweis: Esgilt A =L+ D+ LT, da A symmetrisch ist. Sei im Folgenden w € (0,2) sowie A € p(M,,) mit
Eigenvektor v, d.h. M,v = Av. Da M, = (D +wL)"}((1 — w)D — wL™) folgt

(1 —=w)D —wL)v = A\(D +wL)v
und damit
w(D+ LTy = (1 — \)Dv — MwLv
Hieraus erhalten wir
wAv = w(D + LT)v 4+ wLv = (1 = \)Dv — A\wLv + wLv = (1 — A)Dv + w(1l — \)Lv
und

MwAv = (D + LYo+ dwLv = Aw(D + L) v+ (1 = \)Dv — w(D + LT )v =

(1-=MN(1—w)Dv—wl1—-NL"
Damit ergibt sich
wvl Av = (1 = M Do+ w(1 — Ao Lv
und
MwvT Av = (1 = N1 — w)v Dv —w(l - )\)w
=T Lo

Letztlich folgt
w1+ Ao Av = (1 = X)(2 —w)v Do

Dabei ist v7 Av > 0, da A positiv definit. Dann ist aber auch D positiv definit, also v Dv > 0. Es folgt,
dass A # +£1, denn sonst ist genau eine Seite gleich 0. Umstellen liefert

1+)\727vaDv>0é 71+)\>0
I-X w vTAv =122
A=t ey s <
R ’ u

Die qualitativen Aussagen lassen sich fiir spezielle Matrizen verschérfen:
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Definition 5.27
Eine Matrix A € R™™ mit A= L+ D + R heifit konsistent geordnet, falls fiir alle « € C

o(D™Y(aL+a™'R)) = o(D YL + R)) (5.28)

gilt (unabhéngig von a mit der Jacobi-Matrix J = D~Y(L + R).

BEMERKUNG:
(a) Tridiagonalmatrizen sind stets konsistent geordnet.

(b) Die Bandmatrix des obigen Beispiels ist ebenso konsistent geordnet.
Theorem 5.29
Sei A € R™™™ konsistent geordnet und w € (0,2), so gilt

(a) Aea(J)=Xea(J)
(b) Gilt p € o(J), so ist jedes A\ mit
A+w—1)= (£)A\2wp

ein Figenwert von M,,.

(c) Ist X # 0 mit A € 0(M,,), so ist p € o(J).

Beweis: Zu (a): Wir rechnen
o(J)=o(D"HL+R)) =0(D"Y~L-U)) =0(-J) = —0a(J)
Zu (c): Ist A € 0(H,), A # 0, so ist H,v = Av dquivalent zu
(1 —w)I —wD™ 'R)v = A\I —wD ‘L)
bzw.
A4 w—1)v=-A"20I(A\/?)

Hier ist A'/2 eine Wurzel von \. Dies ist allerdings dquivalent dazu, dass v ein Eigenvektor von J ()\1/ 2)
ist zum Eigenwert

A tw—1
=12y

(b) folgt vollig analog. [ ]

Folgerung 5.30

Sei A konsistent geordnet und positiv definit. Dann gilt

p(H) = p(J)? (5.31)

d.h. das Gauk-Seidel-Verfahren ist doppelt so gut wie das Jacobi-Verfahren.

Beweis : Er folgt einfach aus A = A2y = X\ = 2. [ |

Hieraus lasst sich der optimale Relaxationsparameter ablesen. Es gilt

Wopt = argmin,, ¢ g 2)(He) (5.32)
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Und zwar gilt fiir konsistent geordnete, positiv definite A:

w—1 fiir wopt < W
3(p(1)w £/ (p(J))%w? — 4w — 1)), fiir w < wopt

p(Hw) = {

[Graphik para_gera|
Da die Parabel bei wqp die Steigung —oo hat, sollte man lieber wypt leicht grofer wéhlen.
Theorem 5.33

Sei A konsistent geordnet und positiv definit. Seien ferner die Eigenwerte von J reell mit p(J) < 1.
Dann gilt:
2 (Hy, ) Tl VA Nl Vi C ) (5.34)
w = s o = W — = .
P = (el e T opt 1+\/71— 7)2
BEISPIELE:

(a) (p(J))? = p(H1) = 0.99 = /1~ (p(J))? = 0.1 = p(Hu,,) = 1557 ~ 0.81

15
(b) (p(J))% = p(Hy) = 0.84 = /T — (p(J))% = 0.4 = p(H,,,) = %6 = 0.43

’ Abstiegsverfahren ‘

Im Folgenden betrachten wir primér (symmetrische) positiv definite Matrizen.
Lemma 5.35

Ist A € R™*™ positiv definit und symmetrisch, so ist die Lésung von Az = b gleich dem eindeutigen
Minimierer von

ELR™™ LR, £(y) = % (Ay. 1) — (b,y) (5.36)

Beweis: & ist konvex. Es gilt

E@y) = collyllz = bll2llyllz > (collyllz = [IBll2)lyll2 > ex

£ ist somit nach unten beschrinkt. Damit existiert ein Minimierer. Es ist £ € C! und weiters

(GENW)) = 5 (A, 2) + 3 (Az,) — (8,2) = (g, 2) — (b,2)

2
da A symmetrisch ist. Beim Minimum 7 gilt:
(AT, z) — (b,z) =0Vz

Damit ergibt sich AT = b, und da A regulér ist, x = Z. Das ist aber die Behauptung. ]

BEMERKUNG: Sei z eine Losung von Az = b (bzw. Minimierer von £). Dann gilt fiir alle y:

E(y) — E(x) = 1/2 ay, y) — 1/2(Az,z) — (b,y) + (b, ) = 1/2(Ay,y) — 1/2(Az,z) + (b, x — ?(J> :
5.37

= 3 ((Ay, Ay) + (Av,2) — 2(4a,p)) = HA(y - 2),2 — ).



o7

Der Gradient von £ ist gegeben durch

(VE(y),z) = 0E(y)(2) =

(Ay,z) — (b,z) = VE(y) = Ay — b
Dies ist die Richtung des steilsten Abstiegs. Die Idee von Abstiegsverfahren ist die Folgende:
(a) Bestimme die Abstiegsrichtung r* so, dass € in Richtung r* kleiner wird.
(b) Setze 2%+ = 2¥ 4+ a,.r* mit einem Faktor o, € R so, dass a +— &(2* + ark) minimiert wird.

Anhand von (b) bestimmen wir nun das Abstiegsverfahren. Sei h(a) = £(z* + arF). Das Mininum
erfiilllt »'(a) = 0, und daher gilt

0="H(a)= 0" + ar®)(rF) = <A(.CEk + ar®) — b, rk> = <Aa:k — b, rk> +a <Ark,rk>

<Aa:k — b, rk> B <gk,rk>
(Ark rky _<Ark,rk>

=a=—
mit Gradient ¢¥ = Az* — b. Also erhalten wir fiir das allgemeine Abstiegsverfahren:
k ..k
,T
g* = Az —b und a; = fM und zF = 2% — ayr® (5.38)
r

Wir diskutieren nun Gradientenverfahren.
Theorem 5.39

Sei A € R™™ "™ symmetrisch und positiv definit, so konvergiert das Gradientenverfahren, d.h. Start-
wert rg € R,

{g",r")
- und zFH = 2F — qpr® (5.40)

g" = Ax¥ —b und oy = <Akr

gegen die Losung von Az = b.

BEMERKUNG: Falls <Agk,gk> =0, so gilt ¢* = 0, also Az¥ — b = 0. Damit ist die Losung schon
gefunden.

Beweis Beweis des Satzes.: Sei x die Losung von Az = b. Dann gilt

Ex®) - E(x )=1/2(A (z* —z), a:kfx>*l/2<e ")

= E(2F) — () = (£(2F) — E(x)) — (E(2F ) — E(x)) = 71/20% <Agk,gk> + ay, <Aek,gk>

Nach der Definition von ay, gilt

k k\2
E(zF) — E(z"H1) = UQW =

_ g(karl) _ <gk7gk>2 _ <gk’gk>2
E(zF) —E(x) (Agk, g*) - (Aek,ek) — (Agk,gk) - (A~1g¥, gk)
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A ist positiv definit. Damit gilt A ((,¢) < (A(,¢) < A{((,¢). Somit haben wir
1 1

Es folgt hieraus

Dies bedeutet Konvergenz linearer Ordnung. Weiters gilt

8(1‘k) —&(x) =0, k— oo, 1/2 <A€k,€k> > g”ekllg

2

= eI} < 54" (£@%) — £() = 0

>

BEMERKUNG: Sei (z,y), = (z, Ay) mit symmetrischem, positiv definiten A. Dann ist (-,-) 4 ein
Skalarprodukt mit Norm ||z|[4 = /{z,z) , = \/(z, Az). Wir haben gezeigt, dass

leF 3 = (eb, Ack) = 2(£(ak) - £()

Hieraus folgt [|e||% < ¢*||e°||%.
Wir wollen im Folgenden die Konvergenzgeschwindigkeit verbessern.
Lemma 5.41
(Lemma von Kantorowitsch) Sei A symmetrisch und positiv definit mit A = min A\; und A = max \;.
3 K3

Dann gilt fiir alle ¢ # 0:

(GO o A
(AG (AT~ (A+ )2

(5.42)

BEMERKUNG: Dies ist besser als %
Beweis: Da A positiv definit ist, existiert eine orthogonale Matrix Q mit A = QT DQ und D = diag(\y,- -+, \y).

Somit gilt
(¢, 0? (z,2)” )
1= = fir 2 #£0
A AL ~~ D D1
ACHUATCY | 5= (D= (D%3)
Definiere nun o; = Hjlg, sogilt > a; =1, a; >0 und
2 i
1
F(z) =
(22 hia) (32, A%-O‘i)

Betrachte die Punkte P; = (A, )\i)

[Graphik Cucumber Kurve|
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Setze A = >, Aia;. Da A 1, liegen alle Py, - - - , P, unterhalb der Geraden Py P,, die beschrieben wird
durch

1 - A4 An — A
Ay My = AT A
M

Sei @ = (D, hiai, >, /\%ai) =Y «;P;. Dann gilt Q € conv(Py, -, P,) und damit

1 /\1+)\n—x
s < o) < 7
Zi: NS g(zi: i) < N
N——
iy
= F(z) = 1 > M

Schlieilich erhalten wir
A, 4N\,
F > = .
(Z) = (/\1~2F)w )2 ()\1 + )\n)2 [}

Theorem 5.43

Fiir das Gradientenverfahren gilt die Fehlerabschitzung
k)2 k L ST
— _ < 5.44
le®la = lla™ = zlla < ) M€l (5.44)
fiir k € N. Dabei ist k = % = condy(A).
Beweis: Im vorherigen Satz haben wir gezeigt, dass
et E@) () EEN e
E(zh) = E(x) — ° (Agh,gF) (A~1gh,gh) T E(ab) — E(x)
Mit
k Lk gk Loky2
E(ah) — £(w) = 5 (5, Aak) = Sk %
folgt
ko k\2
k’+1 2 < 1_ <g 7g > k|12 <
He ”A = ( (Ag’“,gk> <A719k,gk>)||e HA =
Kantor.
AA A—A
14 k2 _ 2 k(2
(1 I = Gl
A=A A=) k—1
k+1)| < k k||, < k) ,0) , — k| .0
= e+ < T3t = el < (G e la = o)l .
Im Gradientenverfahren gilt
k .k
,T
o ) und zF T = 2% — qyr®

k _ k —
g = Az" — b und ak——m

= g" = A"t —b = Az* — ap Agh — b = ¢" — apAgF = <gk+1,gk> = <gk,gk> — ay, <Ag'“,g'“> =0

Das bedeutet: Aufeinanderfolgende Richtungen sind orthogonal.
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|Graphik energy sketch niveau ellipse|

Hier wird als ein Zickzackkurs beschrieben.

’CG— Verfahren (conjugate gradient mathod) ‘

Das Gradientenverfahren denkt nur von Schritt zu Schritt. Die Grundidee der CG-Verfahren ist die
Folgende:

Finde sukzessive Abstiegsrichtungen d*, welche (-, -) ,-orthogonal sind.

Genauer heift das: Sei {d',--- ,d"} Basis von R, die (-, -) 4,-orthogonal ist, d.h.
<d]7dk>A - 5]k <Ad]7dk>7 ]')k = 17" N

Dann gilt fiir alle

Yy = i tkdk
k=1

E(:+y) = 5 (A +y) 2 +9) — (2 49,0 = L (Az2) — (2.5) + 5 (Ayu) + (Az,) — (b.9) =

= £(2) + 5 (Ay,y) + (Az — by) =

n

=E&(z) + % zn: tite <Adj,dk> + zn:tj (Az —b,d’) = E(z) + Z(% (Ad), &) t5 — (Az — b, d’))

J k=1 j=1 J=1
Sei

Fi(t;) = - (Ad?,d?) t5 — (Az —b,d’)

| =

So ist

n

E(z+y) =E(2)+ ) Filty)

Jj=1

Damit ist das Problem entkoppelt bzgl. der ¢; und man kann nacheinander Fj(¢;) minimieren, um
&(z+y) zu minimieren. Die d', - - , d" kann man sukzessive aus den Richtungen g',--- , g" bestimmen
(nutze Gram-Schmidt). Wir formulieren nun den Modellalgorithmus:

e z! € R" Startwert
o g' =VE()
o d' = —g! (steilste Abstiegsrichtung)

Fiir k > 2: ¢¥ = A2¥ — b = VE(2¥). Falls ¢* = 0 = Stopp (bzw. [|g¥|| < ¢)

Sonst fiir k > 2: Bestimme d* aus span{g',---, ¢} mit <dk,dj>A =0firj=1,---,k—1. Wir
minimieren in Richtung d*, also t;, = argmin€(z* + td*). Somit z*+1 = 2% + t,.d*.
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Da d* € span{g",--- ,¢g*} =V}, gilt 2 € 2! + V}. Da t, = argmin€ (z* + t1.d*) folgt

(6E)(x* + td®)(d*) =0

gilt
<A(xk + td) — b, d’“> =0
=gh+1
= (g".d") = (Az* —b.d") = —t, (Ad*,d") =0
k gk
(g",d")
ty = — 5.45
= = AR, ) (5:45)
Ferner ist
g = A(eF + t,d¥) — b = ¢F + t,AdE (5.46)
BEMERKUNG: Das CG-Verfahren bricht spiitestens nach n Schritten ab, da dann die {d!,--- ,d"} den

ganzen Raum R" aufspannen. Dies gilt nur ohne Rundungsfehler. Dennoch haben wir schon nach
wenigen Schritten << n eine gute Approximationslésung.

’ Konvergenzgeschwindigkeit des CG-Verfahrens ‘

Da Vj = span{d!, - - ,dk} = span{g!, - - ,gk} und ¢*t1 = gk + o, AdF € span{gk,Aspan{gl, e ,gk}},
folgt leicht (z.B. mit Induktion)

Vk = Span{glaAgl7 T 7Ak_1gk} = {p(A)gl pE P}

Dies folgt aber auch aus dem Wissen, dass z* + t;d* die Energie auf 2° + V}, minimiert.
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