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Fourier-Transformation

Für f ∈ L1(R) definiere die Fouriertransformierte via

(F f )(ξ) := f̂ (ξ) :=
1√
2π

∫
R

f (t)e−iξt dt.

Grundlegende Eigenschaften:

(i) f̂ ist gleichmäßig stetig.

(ii) lim
ξ→±∞

f̂ (ξ) = 0.
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Rechenregeln für die Fouriertransformierte

Mit Thf (t) := f (t − h) und Daf (t) := f
(
t
a

)
gelten:

• (Thf )̂ (ξ) = e−iξh f̂ (ξ),

• (e iωt f )̂ (ξ) = f̂ (ξ − ω),

• (Daf )̂ (ξ) = |a|D 1
a
f̂ (ξ),

• (f ′)̂ (ξ) = iξ f̂ (ξ) für f ∈ C 1(R) ∩ L1(R) und f ′ ∈ L1 sowie

• (ξf )̂ (ξ) = i(f̂ )′(ξ) für f , tf ∈ L1(R).
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Parseval-Plancherel und die Fourier-Umkehrtransformation

Es gilt die Formel von Parseval-Plancherel: für f , g ∈ L2(R) ist

〈f , g〉 = 〈f̂ , ĝ〉

Für f , f̂ ∈ L1(R) ist die Fourier-Umkehrtransformation

f (t) =
1√
2π

∫
R

f̂ (ξ)e iξt dξ f.ü.
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Definition und äquivalente Bedingung

Eine Funktion ψ : R→ C heißt Wavelet genau dann, wenn

ψ ∈ L2(R) mit ‖ψ‖L2(R) = 1 (1)

2π

∫
R∗

|ψ̂(a)|2

|a|
da =: Cψ <∞ (2)

Dabei ist (2) äquivalent zu:∫
R
ψ(t) dt = 0 bzw. ψ̂(0) = 0.
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Die Wavelet-Transformierte

Für ein festes Wavelet ψ definiere die Wavelet-Transformierte von
f ∈ L2(R) durch

Wf (a, b) := |a|−
1
2

∫
R

f (t)ψ

(
t − b

a

)
dt (a 6= 0)

Mit der Schreibweise ψa,b(t) := |a|−
1
2ψ
(
t−b
a

)
ist

• ‖ψa,b‖L2(R) = 1, damit: ψa,b ∈ L2(R)!

• Wf (a, b) = 〈f , ψa,b〉.

Maximilian Wank Wavelets 6/15



Fourier-Analysis Die stetige Wavelet-Transformation Die diskrete Wavelet-Transformation

Plancherel-Formel

Hilbertraum H := L2(R∗ × R) mit Skalarprodukt

〈f , g〉H =

∫
R

f (a, b)g(a, b)
da db

|a|2
.

Gilt

2π

∫
R∗

ψ̂(a)ξ̂(a)

|a|
da =: Cψχ <∞, (3)

so ist für alle f , g ∈ L2(R)

〈Wψf ,Wχg〉H = Cψχ〈f , g〉.

Ist ψ = χ, so ist (3) mit Cψχ = Cψ bereits erfüllt.
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Eine Umkehrformel (1/2)

Plancherel und Wf (a, b) = 〈f , ψa,b〉 ergeben für alle f , g ∈ L2(R)
zusammen ∫

R

∫
R
〈f , ψa,b〉〈χa,b, g〉

da db

|a|2
= Cψχ〈f , g〉,

was mit dem Satz von Fubini zu 〈h, g〉 = 〈f , g〉 wird. Daraus lässt sich

f =
1

Cψχ

∫
R

∫
R
〈f , ψa,b〉χa,b

da db

|a|2

im L2(R)-Sinne folgern.
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Eine Umkehrformel (2/2)

Punktauswertung unter den Voraussetzungen:

• ψ, χ ∈ L1(R) so, dass (3) erfüllt ist,

• χ differenzierbar mit χ′ ∈ L2(R), tχ ∈ L1(R),

• ψ̂(0) = χ̂(0) = 0,

• f ∈ L2(R) beschränkt.

Dann ist

f (t) =
1

Cψχ
lim

A1→0
A2→∞

∫
R

∫
A1≤|a|≤A2

〈f , ψa,b〉χa,b(t)
da db

|a|2

in jedem Stetigkeitspunkt t von f .
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Beweisskizze

Beweisskizze von letzter Folie, alternativ eine Folie über ψa,b mit Grafik,
was Tb und Da bewirken.
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Diskretisierung der Wavelettransformierten

Aus Symmetriegründen (es gilt ψa,b(t) = ψ−a,−b(−t)) sei a > 0
Die Zulässigkeitsbedingung wird zu

Cψ =

∫ ∞
0

|ψ̂(t)|2

|t|
dt =

∫ 0

−∞

|ψ̂(t)|2

|t|
dt <∞.

Diskretisierung der Parameter a und b via:

• a am0 für m ∈ Z
• b  nb0am0 für m, n ∈ Z

Damit definiere auch

ψm,n(t) := a
−m

2
0 ψ

(
t − nb0am0

am0

)
= a
−m

2
0 ψ(a−m0 t − nb0).
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Frames

Eine Familie von Funktionen (ϕi )i∈I in einem Hilbertraum H heißt Frame
genau dann, wenn es A > 0 und B <∞ gibt, sodass für alle f ∈ H

A‖f ‖2H ≤
∑
i∈I
|〈f , ϕi 〉|2 ≤ B‖f ‖2H

gilt. Ist A = B, so spricht man von einem straffen Frame.
Im straffen Fall gilt mindestens f = A−1

∑
i∈I
〈f , ϕi 〉ϕi .

Achtung: auch ein straffer Frame muss keine Basis sein!

Beispiel: die Vektoren e1 =

(
0
1

)
, e2 =

(
−
√
3
2
−1

2

)
und e3 =

(√
3
2
−1

2

)
bilden

einen straffen Frame mit Framekonstante A = 3
2 .
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Der Frameoperator

Für einen Frame (ϕi )i∈I in H definiere den Frame-Operator
F : H → `2(I ) := {c = (ci )i∈I | ‖c‖2`2(I ) :=

∑
i∈I
|ci |2} durch

(Ff )i := 〈f , ϕi 〉.

Eigenschaften:

• Aus 〈F ∗c , f 〉 =
∑
i∈I

ci 〈ϕi , f 〉 lässt sich F ∗c =
∑
i∈I

ciϕi im schwachen

Sinn folgern.

• Der Operator F ∗F ist invertierbar.

Maximilian Wank Wavelets 13/15



Fourier-Analysis Die stetige Wavelet-Transformation Die diskrete Wavelet-Transformation

Duale Frames

Nutze Invertierbarkeit von F ∗F um eine
”
duale“ Familie zu definieren:

ϕ̃i := (F ∗F )−1ϕi

Dann gilt: (ϕ̃i )i∈I ist ein Frame mit Framekonstanten B−1 und A−1, also:

B−1‖f ‖2H ≤
∑
i∈I
|〈f , ϕ̃i 〉|2 ≤ A−1‖f ‖2H.

Der assoziierte Frame-Operator F̃ : H → `2(I ), (F̃ f )i = 〈f , ϕ̃i 〉 erfüllt

F̃ ∗F = Id = F ∗F̃ .
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Rekonstruktionsformel

Damit ist eine Rekonstruktionsformel via∑
i∈I
〈f , ϕi 〉ϕ̃i = f =

∑
i∈I
〈f , ϕ̃i 〉ϕi

gegeben. Es gilt sogar, falls f =
∑
i∈I

ciϕi für ein c = (ci )i∈I ∈ `2(I ), dass

∑
i∈I
|ci |2 ≥

∑
i∈I
|〈f , ϕ̃i 〉|2.

Gleichheit gilt genau dann, wenn (ci )i∈I = (〈f , ϕ̃i 〉)i∈I .
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