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Fourier-Transformation

Fiir f € LY(R) definiere die Fouriertransformierte via

(FF(E) = F(g) = jﬂ /R F(t)e—c dt.

Grundlegende Eigenschaften:
(i) f ist gleichmiBig stetig.
i) lim 7(6) =0,

(i) tim_F(&)=0
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Rechenregeln fiir die Fouriertransformierte

Mit Txf(t) := f(t — h) und D,f(t) :=f (L) gelten:
o (Taf) () = e #1F(9),
o (e™HF)(€) = F(€ - w),
* (D.f)(€) = |alDs 7 (¢),
o (F1Y(€) = i€F(€) fiir f € CYR) N LY(R) und ' € L1 sowie
o (&F)(€) = i(FY(€) fir £, tf € LY(R).
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Parseval-Plancherel und die Fourier-Umkehrtransformation

Es gilt die Formel von Parseval-Plancherel: fiir f, g € L?(R) ist
(f.g) = (f.&)

Fiir f,7 € LY(R) ist die Fourier-Umkehrtransformation

L [ i
f(t)_\/%/Rf(g) de fil.
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Definition und dquivalente Bedingung

Eine Funktion ¢ : R — C heiBt Wavelet genau dann, wenn

¢ € LA(R) mit |9 2m) = 1 (1)
2%/* |¢|(aa|)|2 da=: Cy < 00 (2)
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Definition und dquivalente Bedingung

Eine Funktion ¢ : R — C heiBt Wavelet genau dann, wenn

¥ € L2(R) mit |9l 2r) = 1 (1)
27r/* |¢|(§|)|2 da=: Cy < 00 (2)

Dabei ist (2) dquivalent zu:

/ P(t) dt = 0 bzw. $(0) = 0.

Maximilian Wank Wavelets 5/15



Fourier-Analysis Die stetige Wavelet-Transformation Die diskrete Wavelet-Transformation
000 0e0000 00000

u
M
u
M

’I.MU
Die Wavelet-Transformierte
Fiir ein festes Wavelet 1 definiere die Wavelet- Transformierte von
f € L?(R) durch

WH(a, b) = |a| -} /R F(E) (t_ab> dt  (a£0)

Mit der Schreibweise 1), () := |a| =24 (£2) ist

o |[Yapllizry = 1, damit: ¥, € L*(R)!
° Wf(a, b) = <f,7/)a,b>-
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Plancherel-Formel
Hilbertraum H := L?(R* x R) mit Skalarprodukt

dadb

(F. 80 = /Rf(a, b)g(ab) 7

Gilt

o[ e

—~ 222 2 da=: Cp, <0
PP s

so ist fiir alle f,g € L2(R)
<W¢f7WXg>H = C¢X<fag>
Ist ¢ = x, so ist (3) mit Cy, = Cy bereits erfiillt.
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Eine Umkehrformel (1/2)

MMMMMMMMMMM Die stetige Wavelet-Transformation

00000

Plancherel und Wf(a, b) = (f, 1) ergeben fiir alle f,g € L?(R)

Zusammen

| [ vestcaene)

was mit dem Satz von Fubini zu (h, g) =

dadb

- = f
‘3‘2 C1/1X< 7g>7

(f,g) wird. Daraus ldsst sich

// )X dadb
b b2
" G eXed TP

im L2(R)-Sinne folgern.
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Eine Umkehrformel (2/2)
Punktauswertung unter den Voraussetzungen:

e 9, x € LY(R) so, dass (3) erfiillt ist,

o  differenzierbar mit x’ € L2(R), ty € L}(R),

* §(0) = %(0) =0,
o f € L%(R) beschrinkt.

Dann ist

da db
f(t lim // - 2
() wa A1—>0 A1<|a|<A2 1/] b>X b( ) |a|2

in jedem Stetigkeitspunkt t von f.
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Beweisskizze

Beweisskizze von letzter Folie, alternativ eine Folie liber 1, , mit Grafik,
was Tp und D, bewirken.
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Diskretisierung der Wavelettransformierten

Aus Symmetriegriinden (es gilt ¢, p(t) = ¥_5 _p(—t)) sei a >0
Die Zulassigkeitsbedingung wird zu

DO [0 [P
Go= [ = [

Diskretisierung der Parameter a und b via:

e a~aj firmelZ

e b~ nbpay fiir m,ncZ

Damit definiere auch

Ym,n(t) == ag %¢ (t_n:oaén>

99

aa%@b(ao_mt — nby).

Maximilian Wank Wavelets 11/15



LubwiG- . .
LMU MAXIMILIANS Die diskrete Wavelet-Transformation
UNIVERSITAT
MONCHEN 000 000000 0@000

Frames

Eine Familie von Funktionen (¢;);c; in einem Hilbertraum H heiBt Frame
genau dann, wenn es A > 0 und B < oo gibt, sodass fiir alle f € H

AllFlIG < DI el < BIIFIIZ
iel

gilt. Ist A = B, so spricht man von einem straffen Frame.
Im straffen Fall gilt mindestens f = A~ S "(f, ;) ;.

iel
ACHTUNG: auch ein straffer Frame muss keine Basis sein!
L 0 V3 V3N
Beispiel: die Vektoren e; = 1) e = 2 | und e3 = 2, | bilden
T2 T2

einen straffen Frame mit Framekonstante A = >
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Der Frameoperator

Fiir einen Frame (¢;)ies in H definiere den Frame-Operator
F:H— (1) :={c=(c)ies | ”CH§2U) = ZI |ci|?} durch
e

(F)i == (f, pi).
Eigenschaften:
e Aus (F¥c,f) = > ci{ypi, f) lasst sich F*c = ¢jp; im schwachen

icl icl
Sinn folgern.

e Der Operator F*F ist invertierbar.
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Duale Frames

Nutze Invertierbarkeit von F*F um eine ,,duale” Familie zu definieren:
i = (F'F) i
Dann gilt: (@;)ie; ist ein Frame mit Framekonstanten B~! und A1, also:

BTYIFI3, < ) I(F, @l> < ATHIFE,.

i€l
Der assoziierte Frame-Operator F : H — ¢2(1), (Ff); = (f, ;) erfiillt
— el — FE
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Rekonstruktionsformel

Damit ist eine Rekonstruktionsformel via
S 0@ =Ff = (f, @i
icl icl

gegeben. Es gilt sogar, falls f = 3" ci¢; fiir ein ¢ = (c;)jes € £?(1), dass
i€l

Do lal? =) 1if, il

i€l icl

Gleichheit gilt genau dann, wenn (c¢;)ic; = ((f, @i))iel-
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