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Korn'sche Ungleichungen
Definitionen und eine Ungleichung

Sei Q € R" offene Menge, v : Q — R" Vektorfeld, dann ist
Ev = (Ejv) == 20V + Ojv') = (Vv + VTv)
der symmetrische Gradient von v

Abschatzung fiir Ev

o |Ev| < |Vv|, woraus folgt
o [|Evll, < [[Vvllp < [lv]l1p-

Die Riickrichtung der ersten Ungleichung gilt hingegen nicht:
RT = —R schiefsymmetrische Matrix und v = Rx
dannist: Vv =R, Ev =0.
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Korn'sche Ungleichungen
Motivation

Die Korn'schen Ungleichungen spielen eine wichtige Rolle in der
Elastizitatstheorie.

Die Behandlung von Variationsproblemen die von £v abhidngen
macht eine ,Umkehrung" der obigen Ungleichung wiinschenswert.
Die Kornschen Ungleichungen sind dieser Problemstellung
angepasst.
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Korn'sche Ungleichungen
Der allgemeine Fall

Korn 2 und Korn 1

Theorem: Fiir p € (1,00) sei v € LP(Q2; R") sei weiters
Ev € LP(2;S™). Dann gilt:
o ve WLP(Q,R") und es gibt ein ¢ = c(n, p, Q) > 0 so daB
Ivllnp < lvllp+ 1€Vl
o Sei weiterhin ||v|| € WP(Q,R"), dann gilt ||lv]1, < c||Ev|,.

y

Das sind Korn's zweite und erste Ungleichung.
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Korn'sche Ungleichungen

Der Fall p=2

Im Falle p=2 lautet die erste Korn'sche Ungleichung
Ivll12 < cl[€v]|2 mit ¢ = c(n, Q).
Fiir p = 2 einfacher Beweis:

Beweisskizze:

o Sei v e C*(Q,R"). Dann folgt durch Rechnung:

0 2 [, |Ev[?dx > [, |Vv[?dx

o C®(Q;R") liegt dicht in Wh2(Q; R").

@ Behauptung folgt aus Poincaré-Ungleichung
lullip < el Vullp B
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Korn'sche Ungleichungen
Beweisidee im allgemeinen Fall

Bevor wir uns ein wenig in technischen Details suhlen eine kurze
Skizze der Beweisidee:

(7]

Definition von Sobolevrdumen mit negativer Norm

Eigenschaften von Vektorfeldern v € LP(Q; R") und ein
niitzliches Lemma

(7]

©

Beweis Korn 2 durch Isomorphie von Banachraumen

©

Bewéis Korn 1 mit Widerspruch und Hilfe von Korn 1 und

(]

Satz von Kondrachov (kompakte Einbettung)
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Korn'sche Ungleichungen
Die negative Norm

Sei g € (1,00),Q C R beschranktes Lipschitzgebiet.
Das normierte Dual des Sobolev-Raums W9(Q) stimmt mit dem

Raum W~=KP(Q) iiberein, wobei p = % den dualen Exponenten
bezeichnet.

Definition negative Norm

Wl kp=  sup | fqwddx]
pEWH9(Q)
||¢||k,q:1

W—HP(Q) ist isometrisch isomorph zum Dualraum Wk9(Q)*.
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Korn'sche Ungleichungen

Beweis zweite Korn'sche Ungleichung

Der Raum EP(Q)

Sei EP(Q2) der Raum der Vektorfelder v € LP(Q,R").

o EP(Q) ist ein Banachraum beziiglich der Norm
Ivllee@) = llvllp + 1€V,
o Die Einbettung Z : WhP(Q; R)" — EP(Q),v > v ist stetig.

.

Weiterhin gilt: Fiir v € EP(Q) ist v/ € W~1P(Q) und

o KON = (OkEij + 0;Eik — DiEik)V.
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Korn'sche Ungleichungen
Beweis zweite Korn'sche Ungleichung

Fiir den weiteren Beweis ein niitzliches Lemma:

Sei wie gehabt Q € R” beschranktes Lipschitzgebiet,

p € (1,00),w € WkP(Q) mit schwachen Ableitungen
ow € WkP(Q) fiir j € {1,...,n}. Dann gilt:

Necas Lemma

w € W—k+LP(Q) und es gibt ein ¢ = ¢(n, p, Q) > 0 so daB
IWll—kt1,p < cUlIWll—ip + 2271 19jW]])k,p-
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Korn'sche Ungleichungen
Beweis zweite Korn'sche Ungleichung

mit Necas Lemma folgt
o [10v'llp < cx(lljv'll-1,p) + 3=y 1940 v'l| -1.p)
o damit: v € WP(Q,R") und die Einbettung Z ist surjektiv
o ergo stimmen EP(Q) und W1P(Q;R") mit dquivalenten
Normen iiberein

o ergo dc = ¢(n, Q) mit ||v||1p < c(|lv]p + [|EVv]p) O.
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Korn'sche Ungleichungen

Beweis der ersten Kornschen Ungleichung

Benutzt man die zweite Kornsche Ungleichung so reicht es zu
zeigen:

vl < csllévllp

Der Beweis fiir Korn 1 geht iiber Widerspruch. Sei dazu

o (V)m C WHP(Q,R") mit |[vpmll, =1

o sowie ||Evpllp < 1/m.
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Korn'sche Ungleichungen

Beweis der ersten Kornschen Ungleichung

Mit Korn 2 folgt nun:
lvmll1p < ca(llvllp + I€V]p) < c2(1+1/m)
Damit ist ||vm||1,, nach oben beschrankt. Weiters gilt:
° vy, — vin WLP(Q,R")
® v, — v, starke Konvergenz in LP(Q; R")
o fiir ve WLP(Q,R") mit |v||, = 1,]|Ev]| =0
o somit év =0
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Korn'sche Ungleichungen

Beweis der ersten Kornschen Ungleichung

o Eq: WLP(Q;R") — LP(Q;S"), mit v — Ev
o Egq ist beschrankt und linear
o KerEq =0

o damit ist muss auch v =0 sein, im 4 zu |jv|[, =1 [O.
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